Tudomany

Minek kell a matematika?
(bevezetés)

Osvath Szabolcs

Semmelweis Egyetem

Matematika

» - EZ @ kOnyv a matematika
nyelvén irodott...ami nélkil az
ember csak hiaba bolyong egy
sotét labirintusban.”

A matematika alkalmazasanak
elényei:

- preciz jo6slatok (6sszevetés
egyre kifinomultabb mérésekkel)
- szigoru levezetések

- absztrakt gondolkodas

Galileo Galilei (1564 — 1642)

a tudomany az
emberiségnek a vilag
megismerésére és
megeértéseére iranyuld
vallalkozasa

a sz6kedencsi hétszaz éves hars

Matematika szerepe

»-.. in after years | have deeply
regretted that | did not proceed far
enough at least to understand
something of the great leading
principles of mathematics, for men
thus endowed seem to have an
extra sense.”

Charles Darwin (1809 —1882)



Matematika szerepe Matematika szerepe

Mitochondria

a sejtbiolégia nagy
sikereket ért el
matematika
alkalmazasa nélkul

nagy mennyiség, csillagokra és
bolygokra vonatkoz6é megfigyelést
halmozott fel

Tycho Brahe (1546 — 1601)

Matematika szerepe

A mechanika, termodinamika és
statisztikus fizika kapcsolata
(ismétlés / bevezetés)

felismerte a bolygé mozgasok
torvényszeriségeit — matematikai
modellt alkotott

Osvath Szabolcs

Semmelweis Egyetem

Johannes Kepler (1571 — 1630)



Mechanika

mechanika: a fizikanak
az az 4ga, ami a testek
mozgasanak leirasaval,
az erék hatasanak
vizsgalataval foglalkozik

Sir Isaac Newton (1642 — 1727)

Mechanika rendszerek leirasa

Termodinamika

determinizmus: a rendszer
kezdeti allapota egyértelmiien
meghatarozza a rendszer
jovébeli fejlédését

a rendszer allapota:
q.9
q,pP
id6beli fejlédés:
q.9.9,L

q,p.q,p, H Sir William Rowan Hamilton
(1805 — 1865)

termodinamika (hétan): a fizika SURROUNDINGS
energiaatalakulasokkal foglalkozé T )
tudomanytertlete

egy jol meghatarozott makroszkopikus B T

termodinamikai rendszer: az univerzum («
BOUNDARY

része

kornyezet: az univerzumnak a termodinamikai rendszeren kivili
része, amely korlulveszi a termodinamikai rendszert

A termodinamikai rendszert és a kdrnyezetét egy valds, vagy
képzeletbeli fal hatarolja. A falak csak meghatarozott tipusu
kélcsOnhatast engednek meg a kérnyezettel (pl. anyagcsere,
munka, hécsere).

Termodinamikai atalakulasok

kvazisztatikus atalakulas: az allapot olyan lassan valtozik, hogy
a rendszert minden pillanatban egyensulyban |évének tekintjik

reverzibilis atalakulas: a kezdeti allapotabdl valamilyen kézbiilsé
allapotokon keresztil a végallapotba mozditott termodinamikai
rendszer a végallapotbdl a kezdeti allapotba ugyanazokon a
kézbeesd egyensulyi allapotokon keresztul jut vissza



Termodinamikai allapothatarozok

A termodinamika 0. fotétele

allapothatarozok: a termodinamikai rendszer allapotat leird
makroszkopikusan mérheté mennyiségek

extenziv mennyiségek: tartomanyon értelmezett
mennyiségek, termodinamikai rendszerek egyesitésekor
Osszeadodnak (térfogat V, témeg m, bels6 energia)

intenziv mennyiségek: pontban értelmezettek
termodinamikai rendszerek egyesitésekor kiegyenlitédnek
(nyomas p, hémérséklet T)

allapotegyenletek: az egyensulyban lévé rendszer
allapotfiiggvényei kdzott teremtenek kapcsolatot

A termodinamika 1. fotétele

* magara hagyott termodinamikai rendszer egy id6 utan egyensulyi
allapotba kerul

* egyensulyban levé termodinamikai rendszer szabadsagi foka
egyenld a kornyezettel lehetséges kdlcsdnhatasok szamaval

* két termodinamikai rendszer
egyensulyban van, ha a kdlcson- Object # 1
hatasukat jellemz§ intenziv
allapothatarozoéik egyenlék

* a termodinamikai egyensuly tranzitiv

A termodinamika 2. fotétele

az energiamegmaradas térvénye

zart termodinamikai rendszer bels6 energiajat kétféleképpen
lehet megvaltoztatni: munkavégzéssel és hékozléssel

AU=Q+W

Energy
transformation

a spontan folyamatok iranya

Nincs olyan folyamat,
amelynek egyetlen
eredménye, hogy hé megy at
hidegebb testrél melegebbre.

Monotermikus kdérfolyamat
nem végezhet munkat.




A termodinamika 3. fotétele

Az abszolut tiszta kristalyos
anyagok entrépiaja nulla kelvin
hémérsékleten zérus.

Nem lehet a OK hémérsékletet
véges szamu lépésben elérni.

s (JK"
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Termodinamikai entropia

15232
T

allapotfuggvény

nem megmarado mennyiség

Rudolf Julius Emanuel Clausius
(1822 — 1888)

Allapotfiiggvények

allapotfiiggvények: az allapot-hatarozok olyan tdbbvaltozos
fuggvénye, amelyeknek értéke csak az adott allapottdl,
megvaltozasa pedig csakis a kezdeti és végallapottdl figg

(termodinamikai potencialok)

Legendre transzformacio

f*(p)=sgp(px—f(x))

Ha fderivalhatd, akkor f*(p) ap
meredekségi érint6 y tengellyel

valo metszetnek negativ értéke.




Termodinamikai potencialok

Brown mozgas

Name Symbol Formula Na-tural
variables
Internal 4 V.
v |[(TdS —paV + X wdN,) .V, {Ny}
energy 3
Helmholtz T
free energy F U-TS 7.V, {‘\‘} - I S
T ———e
Enthalpy H |[U+pV S, p, {N:}
Gibbs free
U+pV —TS T,p.{N, =
energy G +p p‘{ '} - U-TS
Internal Helmholtz
energy free energy
U=energyneededto | F = energy needed to
create a system create a system
minus the energy
+ oy
the environment.
I I: U+PV G: U+PV-TS
Enthalpy Gibbs
free energy
H = energy needed to G = total energy needed
create a system to create a system
plus the work and make room for
needed to make it minus the energy
room for it you can get from

the environment

Statisztikus mechanika

Az anyag nem folytonos, hanem részecskékbdl all.

statisztikus mechanika:

a makroszkopikus rendszerek
tulajdonsagait értelmezi a
valoszinliségszamitas és
mechanikai eszkdzeit alkalmazva a

mikrovilagra (atomok, molekulak)

Ludwig Eduard Boltzmann
(1844 — 1906)

A mechanika mozgasegyenletei




Fazistér

Fazistér

6 dot, in degrees per second

6, in degrees

Sokatomos rendszer fazistere

Liouville egyenlet

N részecskébdl allé rendszer allapotat megadja egy pont a
6N-dimenzids fazistérben ¢, koordinatakkal, p,

momentumokkal kifejezve.

Feltéve, hogy az energia (E) allandé, a jellemz6 pont a
fazistérben egy palyat ir le az

E(q,p) = dllandé felszinen.

(g, p) valészinliség slriiség figgvény a fazistérben

(g, p) d'q d'p annak a valoészinlisége, hogy a rendszert a (g, p)
korétti infinitezimalisan kicsi d'q d'p térfogatban talaljuk

(g, p; t) -nek a tiddbeli fejlédését a Liouville egyenlet adja meg

dp_op, 5 (30, 00 1
dt—at+2(aqlql+aplpl)_0




Liouville tétele Ergodikus hipotézis

Ha a fazistér egy tetszdleges V, Ergodikus hipotézis: a rendszert jellemz6 pont palyaja a

tartomanyat, mint kezdeti feltételek fazistérben az
halmazat tekintjik, akkor a trajektoriak E(g, p) = dllands felszinen mozogva végiil a felszin minden
barmely t pillanatban egy ugyanilyen pontjan keresztilmegy.

térfogatu V halmazt alkotnak

1] ——— %
t

Vo Vi

Kvazi ergodikus hipotézis: a rendszert jellemz6 pont palyaja a

fazistérben végul is kdzel kertl a felszin minden pontjahoz.

Josiah Willard Gibbs
(1839 —1903)

Ergodikus hipotézis Poincaré visszatérési tétel

Az ergodikus hipotézis a sokasagra és az iddére vett atlagolas
ekvivalenciajat jelenti. (Egyedi molekula vonatkozasok.) Zart konzervativ rendszerek majdnem
minden trajektoriaja végtelen sokszor
< f >= J' f d M visszatér a kezdéfeltétel tetszbleges

€ sugaru koérnyezetébe a fazistérben.

T -

1
f—hm?{f(x(t))dt

. Jules Henri Poincaré
f=<r> (1854-1912)




Termodinamikai homérséklet

Termodinamikai homérséklet

hétranszfer iranya a két hékontaktusba hozott
rendszer kdzott

P(t,+41) > P(t,)

-

In(P(t A1) > In(P(1)); P~ Q; Q,, = Q,-Q,
In(Q (t,+41)-Q,(t +41) > In(Q (1.)-Q, (1))

In(Q (t,+40) + In(Q(t +41) > In(Q (1,)) + In(Q,(1,))
In(Q,(1,+40) — In(Q,(1,)) + In(Q,(t,+41) — In(Q (1,)) > 0

din(Q,)+din@,) >0

Nyomas

Nyomas: a tartaly falaval titk6z6 molekulak, a falra erét fejtenek ki

Az Utk6zésben a részecske sebességének a fallal parhuzamos
Osszetevéje valtozatlan marad, a falra meréleges 6sszetevé iranya

ellenkezéjére valtozik, mikdzben nagysaga ugyanakkora marad.

oln(Q,)
OE

(—dE) +

oln(Q,)
OF

oln(Q,) _ 9In(Q,)

dE >

0

oE OE
B = 0In(Q)
R = —"7
OF
I _ B
k,T
Statisztikus sokasagok
Summary of Ensembles
ensembles Microcanonical Canonical Grand canonical
Variables
(suppressed
constant for ENV LNV TwVv
ensemble)
Canonical partition Grand canonical partition
Microscopic Nf’mb‘i’t"f function function
feat microstates _ —BEy - _ —B(Ex —pNg)
eatures O Z_Ze ___Ze e &
k k
M i > —_
acroscopie g _ kynQ F=—kgTlhZ F—puN=—kgThhE

function




Termodinamikai mennyiségek szarmaztatasa
a kanonikus eloszlasbol

InZ
Helmholtz free energy: F=—- T
U—_ olnZ
Internal energy: é),ﬂ v
p__(9F) _1(dmz
Pressure: = F1% - = 3 % o
Entropy: S =k(lnZ + pU)
InZ V (0lmZ
Gibbs free energy: G=F+PV=-—i+— ( 7 )
B "B\ AV )yr
Enthalpy: H=U+PV

ou
Constant volume heat capacity: CV = ()_T
N,V

0H
Constant pressure heat capacity: CP = d_T

| » (d ln Z)
Chemical potential: =
ON: ) pw

Termodinamikai mennyiségek szarmaztatasa
a nagykanonikus eloszlasbol

In=
Grand potential: P = _T

Internal energy: U=- (dcl;;:) + Z % (d(;z:)
T - 3

1 {0ln=
Particle number: N;= - (( —_— )

B

k(In

Opi

Entropy: E+6U - jzu, ’

In=

- i (OIn=
Helmholtz free energy: F' = P + ZﬂiANi = 5 o Z % ( al;‘ )




