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BEVEZETES

Ismerjiik annak az embernek a térténetét, aki hétfon whiskyt
ivott szodaval, kedden gint szodaval, szerdan pedig rumot
szodaval. Mivel az eredmény mindig azonos volt, arra a
kovetkeztetésre jutott, hogy a szodatol rugott be.

Ha nem is a whisky és szoda viszonylatdban, de nagyon
hasonléan viselkediink mindannyian. Sokunkra jellemzd,
hogy konnyen vonunk le megalapozatlan kovetkezte-
téseket, ¢s igy hozunk dontéseket. Egyedi esetek alapjan
altalanositunk, a rendelkezésiinkre all6 ismeretekbdl is
onkényesen valogatunk vélt igazunk alatdmasztasara. Az
igy kialakitott allaspontunkhoz, véleményilinkhéz pedig
sokszor megingathatatlanul ragaszkodunk.

Els6 megkozelitésként azt mondhatjuk, hogy a statisztika
ennek az altalanos ,kornak™ a lekiizdésére alkalmas
tudomany. Segitséget nyujt ahhoz, hogy kritikusabban
rendezziik el gondolatainkat, és kételkedésiinket — ami
minden igényes értelmiségi tevékenység alapja — mindig
ébren tartsuk.

Mivel nap mint nap talalkozunk statisztikai kimutatasokkal,
ugy tinhet, hogy ismerjiik az eldallitdsukra szolgalod
modszereket is. Ez részben igaz, hiszen példaul, aki
Magyarorszagon az utdobbi néhany évtizedben jart
iskolaba, az életében mar néhanyszor biztosan hasznalt
statisztikai médszereket. Elég csak azt az esetet emliteni,
amikor egy kisdidk kiszdmolja az egyes tantargyakbol
szerzett érdemjegyeinek atlagait abbol a célbol, hogy
megtudja, milyen osztalyzatokra szamithat a félévi vagy év
végi bizonyitvanyaban. Ilyenkor a tanuldé a statisztikai
becslés egy tipikus esetét alkalmazta anélkiil, hogy tudott
volna réla.

Egyébként a ,,statisztika” szd tobb jelentéssel is bir. Az itt
hasznalt értelmét leginkabb a latin eredetre visszanyulva a
»status” szobodl ismerhetjiik meg. A status eredeti jelentése:
allapot, helyzet, a dolgok allasanak moddja. Ennek
megismeréséhez, illetve leirasahoz biztositanak lehetéséget
mennyiségi jellemzoit nevezhetjiik adatoknak. Mindennapi
¢életiinkben leggyakrabban el6forduld adatok példaul a
személyi adataink: neviink, sziiletési helyiink, sziiletéstink
id6pontja, ... ; vagy akarmilyen boltban az arucikkek neve,
az arucikkek 4ra, ..; de egészségi allapotunkkal
kapcsolatban is mondhatunk példat: arcunk sapadtsaga,
vérnyomasunk, hémérsékletiink, de akarmilyen laborato-
riumi diagnosztikai vizsgalat eredménye is adat.

Normalis esetben adatokat csak valamilyen cél érdekében
gyljtiink. Példaul, azért kérdezziik meg valakinek a
telefonszamat, hogy késébb fel tudjuk hivni. Nem
szerencsés az a hozzaallas, hogy gyljtsiink adatokat, majd
csak jo lesz valamire, és utdlag probalunk célokat kitalalni.
(Ez legfeljebb a titkosrendoroknél szokasos.) Az
Osszegyijtott, de rendezetlen adatok Onmagukban, sok
esetben teljesen hasznalhatatlanok. Gondoljunk példaul
arra, hogy egy telefonkdnyv adatait a kdzpontba valo
beérkezésiik sorrendjében adnak kdzre, mire mennénk vele?
Sokszor kell az adatokat értékelni, példaul fontossaguk
szerint. Ezt teszi az orvos is, amikor felallit egy diagndzist,
vagy amikor a beteg allapotarol nyilatkozik.
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Az adatokat tehat 6ssze kell gyiijteni, legtobbszor fel kell
dolgozni 6ket, és sziikség esetén kovetkeztetéseket kell
levonni beldlik, illetve idénként dontéseket kell hozni
azok alapjan. A statisztika az a tudomany, ami minderre
megtanit benniinket. A ,statisztika” sz6 el6tt gyakran
szerepel6 ,,bio-,, eldtag arra utal, hogy bizonyos statisztikai
modszereket az élovilaggal kapcsolatos jelenségek
elemzésére hasznalnak. Ehhez hasonléan az orvosi
statisztika modszerei a felhasznalasok még konkrétabb
korére, nevezetesen orvosi problémak megoldasara lettek
kidolgozva.

Nem konnyii elsd éves orvos-egyetemistdk szamara
meggy6z0 érveket hozni annak alatdmasztasara, hogy a
statisztika szamukra is fontos, mondhatni nélkiiloz-
hetetlen tudomany. Ezért most csak néhany példat
emlitiink.

Az orvosi fizikai gyakorlatok nagy részén, de az elméleti
modul tobbi targydnak részeként is, sét az egyetemi évek
soran késobb is a hallgatok egyéni méréseket végeznek. A
mérési adatokb6l megbizhaté kovetkeztetéseket pedig
csak bizonyos statisztikai ismeretek birtokaban lehet
levonni.

A Kkortorténeti leirasokban, a laboratoriumi naplokban
rengeteg adat szerepel. Nagyon fontos, hogy ezen adatok
helyes értékelését, a helyes kovetkeztetések levonasanak
modszereit és az eredmények megbizhatésaganak
vizsgalatat az orvosok, fogorvosok, gyogyszerészek
megismerjék, és munkajukban alkalmazzak. A statisztika
ovhat meg benniinket az 1 eljarasok, gyogyszerek
reklamaradatanak esetleges hazugsagaitol is.

Megemlithetjiik az orvosi irodalom érté olvasasanak
nehézségeit is. Példaként alljon itt egy rovid kivonat egy
orvosi kozleménybdl. ,, Az 1. csoportban az dtlagos —3,94 +
1,3 dioptrias preoperativ fénytorési hiba az 1 éves kovetése
soran —0,47 £ 0,54 dioptriara ... csékkent.”; majd késGbb
A statisztikai  eredményeket  kétmintas t-proba  és
regresszios analizis segitségével értékeltiik.” A kérdés ugye
csak az: mit jelentenek a szamok, illetve mik ezek a
moédszerek?

Végiil, de nem utolsésorban a statisztika egy sajatos
szemléletet, gondolkodasi modot kozvetit, ami nagyon
hasonlit az orvoesi gondolkodashoz is, igy megismerése
ebbbl a szempontbol is kivanatos. Ennek illusztralasara
szintén bemutatunk egy példat. Tegyik fel, hogy
pacienstink fejfajasra panaszkodik, a kérdés az, hogy mi
lehet ennek az oka. Orvosi tanulmanyaink alapjan esziinkbe
kell, hogy jusson az ,,0sszes” lehetséges ok. Ezek koziil
néhany:

Magas a vérnyomasa.

Rossz a szemiivege.

Tul magas a szemnyomdsa.
Koponyaiiri daganata van.

A nyaki csigolyai meszesek.

Erzékeny a frontokra.

Oxigénszegény kornyezetben dolgozik.
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Mivel itt altalaban tobb helyes valasz is 1étezhet egyszerre,
ezért a valaszokat egyesével vizsgaljuk meg, ¢és
ellendrizziik, hogy a gyanu alapos, vagy alaptalan.
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Ez az eljaras alapjaiban megegyezik a statisztikaban
hasznalatos, e rovid osszefoglaloban is bemutatasra keriil6
egyik  modszerrel, a

,»hipotézisvizsgalattal”.

sorolhatjuk, de ezek kozott nincs €les hatar: adatgyiijtés, az
adatok attekinthet6vé tétele, az adatok elemzése, és a

Els6 kovetkeztetések.

kozelitésben a statisztikai tevékenységeket négy csoportba
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gyvakorisagok a betegségek, mint

kategoriak fiiggvényében.
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ADATGYUJTES, ]
AZ ADATOK FOBB TIiPUSAI

Mint mar emlitettiik, az adatgyiijtés valamilyen cél eléréséhez sziikséges. Vannak
adatok, amik csak bizonyos dolgok azonositdsara, megkiilonboztetésére
szolgalnak. Nagyobb szdmban adatokat akkor gytijtiink, ha azt reméljiik, hogy ezek
segitségével valamilyen korabban feltett kérdésiinkre feleletet kapunk. Az
adatgylijtés modjat, az adatokhoz valé hozzajutast a tovabbiakban altalanosan
»Kisérletnek”, ill. ha emberen végzik ,vizsgalatnak” nevezziik. Az adatok egy
része ismert, csak meg kell kérdezni valakit6l, masik részét meg kell mérni
valahogy, de a fenti értelemben kisérletnek tekinthetd egy természeti jelenség
megfigyelése, vagy egy dobokocka feldobasa is. A Kkisérlet, vagy vizsgalat
eredménye, az adat lehet minéségi, legfeljebb kategoriakba sorolhatod, azaz
kategoridlis, vagy mennyiségi, tehat szdmmal jellemzett, azaz szdmszerii
jellemzo. A betegségek neve, ami azonositasuknal tobbre nem nagyon alkalmas,
mindségi (kvalitativ) jellemzést jelent. Ugyanigy a betegség sulyossaga, a fertdzést
el6idézé korokozo tipusa szintén mindségi jellemz6, de példaul az esetleges
kititések nagysaga, vagy a betegség lefolyasanak ideje mar mérdszammal (és
mértékegységgel) is megadhatd, tehat mennyiségi (kvantitativ) jellemzé. A
mindségi vagy kategorialis jellemzdket két csoportba sorolhatjuk aszerint, hogy
valamilyen természetes sorba rendezhetdk-e vagy sem. Sorba rendezhetd, azaz
ordinalis jellemzo példaul egy betegség lefolyasanak foka: enyhe, kozepes, sulyos;
de nem ilyen, azaz nominalis példaul a vércsoport: 4, AB, B, 0. A szamszer(i
jellemzokon beliill megkiilonboztetiink folytonos, azaz bizonyos hatarokon beliil
tetszOleges értéket felvehetd, illetve diszkrét, azaz csak bizonyos értékeket
felvehetd jellemzét. A testsuly, testmagassag, vérnyomas folytonos, de példaul egy
csaladon belill a gyermekek szdma csak egész szam lehet, tehat az diszkrét
jellemzd. (A jellemzdk fobb tipusait az 1. tablazatban foglaltuk 0Ossze.) Itt
jegyezziik meg, hogy a folytonos jellemzd csak elvileg folytonos, a gyakorlatban
mindig diszkrét értékekkel dolgozunk (ellenkezd esetben végtelen tizedes tortek
alkalmazasara is sziikségiink lenne).

AZ ADATOK ATTEKINTHETOVE TETELE,
GYAKORISAGOK ES ABRAZOLASUK

A mindennapi életben is gyakran eléfordul, hogy egy probléma kapcsan viszonylag
sok adat all rendelkezésiinkre. Ilyen esetekben sziikséges, hogy az adatokrél
valamilyen attekintésiink legyen.

. ; . abszolut relativ
KOROKOZO BETEGSEG gyakorisig gyakorisig
salmonellosis
(szalmonella fert6zés) 94 0,280
baktérium |scarlatina (skarlat) 102 208 | 0304 | 0,619
egy¢eb bakterialis eredeti 12 0,036
hepatitis infectiosa
(fert6z6 majgyulladas) 22 0,065
virus mononucleosis infectiosa 22 0,065
(mirigylaz) 126 0,375
lyssa (veszettség) 74 0,220
egy¢eb virusos eredeti 8 0,0238
egyéb egyéb fert6zo betegségek 2 2 0,006 | 0,006
0sszesen: 336 336 1,000 1,000

2. tablazat. Egy dsszesités a fert6zo megbetegedésekrol.

A fenti 2.tablazat a Budapesten,
megbetegedések Osszesitését mutatja.

2000 oktoberében bejelentett fert6zo
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A tablazat elsé szamoszlopaban lathatd szamok (94, 102, stb.) azt mutatjak, hogy
az egyes betegségtipusokbdl (Salmonellosis, Scarlatina, stb.) hanyat észleltek az
adott iddszakban. Ezeket a szamokat abszollit gyakorisagoknak nevezziik. A
kovetkezd oszlopban a részosszegek (208, 126, 2) szerepelnek, tehat az, hogy az
észlelt betegségek koziil hany volt bakteridlis, virusos, vagy egyéb eredetll. Ezek
szintén abszolut gyakorisagok.

Ha az abszolit gyakorisagokat elosztjuk az adott teriileten, adott idészakban
eléforduld Osszes fertéz6 betegségek szamaval (336), akkor megkapjuk a
viszonylagos értékeket, a relativ gyakorisagokat. Ezek mindig 0 és 1 k6zé esd
szamok, és a tablazat kovetkezd két oszlopa tartalmazza Oket. Szazzal vald
szorzéssal %-ban is kifejezhetdk. A relativ gyakorisag, értelmezésébdl kifolyolag,
egy hanyados. Ezért nem csak azt Kkell tisztazni, hogy minek a relativ
gyakorisagarol beszéliink, hanem azt is, hogy mihez viszonyitunk.

Ha példaul arra vagyunk kivancsiak, hogy a bakterialis eredetii betegségeken beliil
milyen gyakori a szalmonella fertézés, akkor a szalmonella fertézések szamat (94)
az Osszes bakteridlis eredetli betegségek szamaval (208) kell elosztani. Az igy
kapott hanyados (0,452) is relativ gyakorisag, de most nem az Osszes betegséghez
(336), hanem csak a bakterialis eredetii betegségekhez (208) viszonyitottunk.

Az abszolut és relativ gyakorisagok abrazolasara sok lehetéség kinalkozik. Ezek
koziil mutatunk be kett6t az 1. a. és b. abran.

AZ ADATOK KOZOTTI KAPCSOLAT SZEMLELETES
BEMUTATASA, GRAFIKUS ABRAZOLAS

Kisérleteink, méréseink soran gyakran eléfordul, hogy tobbféle jellemzot is
meghatérozunk, illetve, hogy egy jellemzot egy elére meghatarozott paraméter,
mondjuk az idé fiiggvényében vizsgalunk. (Ez utobbira példa a rendszeres
lazmérés a korhazakban.) Ilyen esetekben a kiilonbozé adatsorok kozotti
kapcsolatra, az esetleges Osszefliggésekre vagyunk kivancsiak. Ezért a jobb
attekinthetség érdekében célszerli az eredményeket grafikusan abrazolni. Fontos
megjegyezniink, hogy a ,kapcsolat” sz0 a legaltalanosabb értelemben
hasznalando, tehat nem jelent ok-okozati dsszefiiggést.

Grafikus abrazolasnal elszor két fontos dologban kell donteniink. Az egyik a
tengelyek beosztasa (skalazas), a masik a kezdéértékek megvalasztasa. Nem
sziikségszerli ugyanis grafikonunkon az origét minden esetben feltiintetni. Ha
példaul koncentracié meghatarozas érdekében vizes fehérjeoldatok torésmutatojat
mérjik, elére tudjuk, hogy a desztillalt viz tdrésmutatdjanal (1,333) kisebb értéket
nem fogunk kapni.

A fenti kérdések eldontésében altalanos iranyadd szempont az lehet, hogy
grafikonunk t6ltse ki a rendelkezésre allo teriilet nagy részét (1asd 2. abra).
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2. dbra. A grafikon helytelen és helyes elhelyezése a milliméterpapiron.

Sziikségtelen azonban a skalabeosztasokat olyan mértékben megndvelni, hogy a
grafikon kiértékelése nagyobb pontossaggal torténhessék, mint amilyenre a
mérdeszk6z maga egyaltalan lehetdséget nytjt. A pontossag ilyen latszolagos
novelése megtéveszto lehet.

Meéréseinknél bizonyos hibaval mindig szamolnunk kell. Ezért a gorbe
,»Kihiizasanal” ne ragaszkodjunk szigorfian a mérési pontokhoz. A gorbe ala és f61é

keriild mérési pontok szama, illetve a gorbétdl vald eltérésiik mértéke koriilbeliil
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egyéb
virusos
eredetii

hepatitis
infectiosa

mononucleosis
infectiosa

1. b. abra. Torta diagram.
Relativ gyakorisagok a virusos eredetii
fertdzo betegségek (kategoriak)
megoszlasarol.

Ellendrzd kérdés:

Nincs-e ellentmondas a  kovetkezd
allitasokban: az én csoportomban a lanyok
relativ  gyakorisaiga  kisebb, mint a
baratoméban, de nalunk mégis tébb lany van,
mint naluk?



egyezzen meg. Ily modon ritka kivételektdl eltekintve sima lefutast, folytonos
gorbét illeszthetiink adatainkhoz (lasd linedris regresszio).

STATISZTIKAI KOVETKEZTETES ES A
VALOSZINUSEGSZAMITAS

A statisztikai modszerek végso célja a kovetkeztetés. A statisztikai kdvetkeztetések
sémdaja nagyon hasonlit a logikai kovetkeztetések sémdjahoz. A logikdban a
szillogizmus a kovetkeztetés egyik fajtaja, amelyben bizonyos dolgok
megallapitasabol sziikségszerien kovetkezik valami mds. (A klasszikus példa
szerint: minden ember halando, Levente ember, tehat Levente halando.)

A statisztikai kovetkeztetés ett6l annyiban tér el (ami persze nem jelentéktelen
kiilonbség), hogy mig a logikai kovetkeztetést teljes (100%-0s) bizonyossaggal
allithatjuk, addig a statisztikait csak adott, (100%-nal mindig kisebb)
bizonyossaggal. Ebbdl kovetkezik tehat, hogy a statisztikai kovetkeztetéseknél
tévedhetiink. Ha példaul valamit 95% bizonyossaggal allitunk, akkor az azt
jelenti, hogy atlagosan minden 100 eset koziil 5 esetben tévediink; a bizonytalansag
5%-o0s. Allitasaink biztonsagét tehat szimszeriien is kifejezhetjiik.

A kovetkeztetés Ujrafogalmazasaval a bizonytalansagot altalaban tetszés szerint
csokkenthetjiik, ez azonban tdbbnyire azzal a veszteséggel jar, hogy allitasunk,
azaz a kovetkeztetés egyre semmitmondobba valik. Erre is lassunk egy példat! Egy
bankrablast kovetéen az eseményekrél beszamold rendéri jelentés igy ir: ,,... a
szemtanuk lattak, amint az elkovetok gépkocsiba szallnak; a rendorség
megallapitotta, hogy a tettesek vagy sajat gépkocsijukon hagytik el a helyszint,
vagy taxival tavoztak, vagy lopott, esetleg bérelt autot hasznaltak”. Ha tehat
kovetkeztetésiink bizonytalansagat csokkentjiik, akkor annak altalaban az az
ara, hogy a kovetkeztetés értéke, hasznalhatésaga is csokken. Kovetkeztetési
modszereinket tehat e két ellentétes tendencia szabalyozza.

A bizonytalansag oka az, hogy a statisztikai kovetkeztetéseknél (a logikaival
ellentétben) nem tudunk minden koériillményt szamba venni. A feldobott
pénzérmét nem a ,,vak véletlen” vezérli, amikor egyik vagy masik oldalara esik.
egyszeriien arr6l van szo, hogy nem ismerjiik kelld pontossaggal azokat az
adatokat, amelyek egyértelmilen meghataroznak a pénzérme végsé allapotat,
nevezetesen azt, hogy a dobas ,eredménye” fej vagy irds. Mivel nem tudunk
minden koriilményt figyelembe venni, ezért nem tudunk egyértelmi valaszt sem
adni, tehat csak azt mondhatjuk, hogy a jelenség véletlenszerii, ahol a ,,véletlen”
sz6 csak ismereteink hidnyat fejezi ki.

A szerencsejatékokkal kapcsolatban mar régen megfigyelték, hogy a véletlen
tomegjelenségek is bizonyos torvényszeriiségeket kovetnek. A feldobott
pénzérme példajanal maradva, ha sokszor megismételjiik a ,kisérletet”, akkor az
érme koriilbeliil az esetek felében esik fejre, felében irasra. Bar bizonyitani nem
tudjuk, tapasztalatbol allithatjuk, hogy nagy szami (fliggetlen) kisérlet esetén a
fejek ¢és irasok relativ gyakorisaga, azaz a [(fejek szdma)/(fejek + irasok szama)]
illetve az [(irdsok szdma)/(fejek + irdsok szama)] stabilitist mutat, mindkettd
egyarant > kozelében lesz. (Ez a nagy szamok torvénye.) Ennek alapjan azt is
mondhatjuk, hogy annak a valdsziniisége, hogy egyetlen pénzfeldobaskor fejet
kapjunk, éppen 5. (Az iras valosziniisége természetesen ugyanekkora.)

A valosziniliségszamitas matematikai leirast ad az anyagi vilagban
tomegméretekben lejatszo6dd olyan jelenségek torvényszeriiségeire, melyek
lefolyasat a szamba veheté koriilmények nem hatirozziak meg egyértelmiien.
kisérleteink, megfigyeléseink, mérési eredményeink éppen ebbe a kategoridba
esnek, igy a statisztika a valdszinliségszamitas eredményeire épithet.

POPULACIO, VALTOZO, MINTA

Kisérleteket, méréseket, megfigyeléseket mindannyian végziink, ezt illusztralja
néhany példaval a 3. tablazat, (ahol az utolsd oszlopban talalhat, zarojelben 1évo
szamok a hallgatoi mérések jegyzetbeli sorszamat mutatjak).
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KI MIT MER?
FIZIKUS ORVOS ORVOSTANHALLGATO
AZ ORVOSI FIZIKA
GYAKORLATOKON
hosszlsag testmagassag vorosvérsejt atmérd (3.)
frekvencia pulzusszam impulzus gyakorisag (9., 20.)
hémérséklet testhdmérséklet -
koncentraciod vércukor-szint vérplazma fehérje-
koncentraci6 (5.)
fesziiltség EKG-jel EKG-jel (24.)
teljesitménysiirliség hallaskiiszob hallaskiiszob (22.)
nyomas vérnyomas -
impedancia boérimpedancia, boérimpedancia (21.)
(borellenallas)

3. tablazat. Mit mér a fizikus, az orvos és az orvostanhallgato?

Ismét hangsulyozzuk, hogy méréseink célja valaminek a megismerése, valamilyen
kérdésnek a megvalaszolasa.

Valasszuk ki tablazatunkbol példaképpen a pulzusszam mérést, amely konnyen
elvégezhetd az orvosi fizika gyakorlaton is. A pulzusszadm a szivverés frekvencigja,
(elvileg) folytonos jellemz6 és csak az egyszeriiség kedvéért, illetve megszokasbol
hasznalunk diszkrét (egész) értékeket. Mértékegysége az 1/perc. Ezek
figyelembevételével a tovabbiakban csak a mérdszamokkal dolgozunk, de nem
szabad elfelejteniink, hogy a végsé eredményeket mindig mértékegységgel egytitt
kell megadnunk. Sokféle kérdést tehetiink fel, amire ett6l a mérést6l varjuk a
valaszt. Példaul:

1. MEKKORA X.Y. hallgat6 pulzusszama?
MEKKORA a normalis pulzusszam?

3. VALT OZIK-E a pulzusszam egyperces l¢legzet-visszatartas utan?
4. VAN-E KULONBSEG a lanyok és a fiuk pulzusszama kozott? , stb.

Vegyiik sorra ezeket. Statisztikai ismeretekt6l mentesen barki azt gondolhatna,
hogy az elsé kérdésre igazan konnyli vélaszolni, nevezetesen megmérem X.Y.
pulzusszamat, kijon egy eredmény és kész. Ha azonban valaki mar egy kicsit
statisztikaval ,,fert6zott”, akkor kételkedése felébred ¢és egyértelmii valasz helyett,
ujabb kérdések meriilnek fel benne: biztos, hogy ez a jo eredmény, nem hibaztam
valahol? Ha még azt is tudja az illetd, hogy a mérés eredménye, a ,kisérlet”
lefolyasa a ,,véletlentél” is fiigg, tehat a legnagyobb igyekezettel sem tudunk
,hibatlanul” mérni, akkor arra az elhatarozasra jut, hogy @jra mér.

A tObbszori mérés végzésekor hallgatdélagosan mindig feltételezziik, hogy
ugyanazt mérjiik még egyszer, ezért varhatéan ugyanakkora lesz az eredmény
is. Masképpen mondva X.Y. pulzusszdma az ismételt mérések soran tartésan
egyik iranyban sem valtozik, ennek ellenére a szamba nem vehetd, véletlen
ingadozasok folytan mégsem kapunk azonos eredményeket. Azt is mondhatjuk,
hogy a kisérlet eredményének két része van, az egyik, — nevezziik f6 résznek —
determinisztikus (meghatarozott), a masik pedig, — nevezziik ezt mellék résznek
— sztochasztikus (véletlen). (E két részt természetesen nem tudjuk eleve
kiilonvalasztani.)

A tobbszori mérést ugy is tekinthetjiik, hogy létezik egy halmaz, mas néven
alapsokasig, vagy populdcié, és minden mérés soran ennek a halmaznak
valasztjuk ki egy elemét. (Ebben az esetben a halmaz elvileg végtelen szamu
elemet tartalmaz, de ez nem alapfeltétel.) A halmaz altalanos elemét valtozénak
nevezziik és szokasos modon példaul x-szel jeldljik. Ez a valtozo kiilonbozo
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= minta
S 7

Zains sample
= Stichprobe

populacio N = 1 245 782

3. dbra. A populacio, a valtozo és a
minta szemléltetése.

gyakorisagi eloszlas
> frequency distribution
= Héufigkeitsverteilung

—_— hisztogram
ZanN histogram
= Histogramm

értékeket vehet fel, hogy éppen melyiket, azt mondja meg az adott mérési
eredmény.

Egyetlen mérés alapjan a tobbi feltett kérdésre sem tudunk valaszt adni. A masodik
kérdés esetében ugy gondolhatjuk, hogy létezik egy determinisztikus normalis
pulzusszam, és az egyének pulzusszama ekoriil ingadozik véletlenszerlien. Itt a
populéaciot példaul ugy lehet elképzelni (3. abra), hogy egy adott pillanatban
ismerjiik sok embernek (mondjuk N = 1245782 egyednek) a pulzusszamat, és ezek
az emberek a pulzusszamukkal egylitt alkotjak az alapsokasagot. (Megjegyezziik,
hogy ebben az esetben az alapsokasag véges sok elemii.)

Az els6 esetben a méréseket ugyanazon a személyen ismételjik meg
(akarhanyszor), a masodikban kiilonb6z6 személyeken mériink pulzusszamot. A
valtoz6 tehat mindkét esetben igen hasonld, mégis két kiilonb6zé populaciorol,
alapsokasagrol van sz6. A  harmadik, illetve negyedik kérdésre késobb
visszatériink.

Bar a feltett kérdések valdjaban a populdciora vonatkoznak, a legtobb esetben nem
all moédunkban annak teljes megismerése. Emiatt az N eleml sokasagbol (N
végtelen is lehet) mintat vesziink. A mintavétel a sokasag n szamu elemének
véletlenszerii kivalasztasabdl all. (Ezt hajtjuk végre példaul a tobbszori mérés
alkalmaval.) Az egésznek természetesen csak akkor van értelme, ha n 1ényegesen
kisebb lehet, mint N (1asd 3. abra).

A MINTA ELOSZLASA, GYAKORISAGI ELOSZLAS,
HISZTOGRAM

Ezt a fogalmat egy példa kapcsan vezetjiik be. Mivel végiil valaszt szeretnénk adni
az el6zo6 részben feltett kérdésekre, most valasszuk ki a masodikat, (MEKKORA a
normalis pulzusszam?) és ennek érdekében mérjiik meg egy tanuldcsoport
hallgat6inak pulzusszamat. A tanulocsoport a pulzusszam adatokkal egyiitt a feltett
kérdéssel kapcsolatos alapsokasagbol vett mintanak tekintheté (n=20) (lasd
3. abra). Mérési adatainkat — melyeket altalanosan x;-vel jeldlink (most
i=1,2,3, ... 20) — az alabbi 4. tablazatban tiintettiik fel.

66 56 | 89 | 63 | 66 | 69 | 71 | 68 | 58 69
78 66 | 64 | 84 | 74| 76 | 69 | 77| 74 76

4. tablazat. A hallgatoi csoport megmért pulzusszam adatai (minta).

Bér egy ilyen tdbladzatos forma talan jobban mutat, mint az adatok egyszerl
felsorolasa, nem nyujt kello attekintést az adatok egymashoz val6 viszonyarél. Ha
adatainkat egy szamegyenes mentén abrazoljuk (4. dbra), jobban megfigyelheto a
,normalis” érték koriili ingadozas:

Il Il. I Il. Il

4. abra. A minta elemei egy szamegyenes mentén dabrdzolva.

Itt 6nkényesen ugyan, de haromféle tartomanyt kiilonboztethetiink meg: 1. sok
adat, II. kevés adat, III. nincs adat.

Ha ezt a képet finomitjuk, akkor eljuthatunk a gyakorisagi eloszlas fogalmahoz,
amit adataink tovabbi osztalyozasa utjan nyerhetiink. E feladat elvégzésének
érdekében osszuk fel a szamegyenest egyenld részekre (intervallumokra), és
szamoljuk meg, hogy az igy kapott osztalyokban hany adat talalhat6. Ily moédon
meghatarozhatjuk az egyes osztalyokban a gyakorisagokat, illetve a relativ
gyakorisagokat. (Megjegyezziik, hogy az osztalyokat nem kell feltétleniil
egyenlOnek valasztani, de célszerd. )
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Természetesen, mivel az osztalyhatdrok megvalasztasa onkényes, ugyanazokbol az
adatokbodl tobbféle gyakorisagi eloszlast is készithetiink. Az alabbi 5. tablazat
egyet mutat be a lehetséges esetek koziil.

OSZTALYHATAROK | GYAKORISAG | RELATIV GYAKORISAG
55 < x;<60 2 0,10
60<x; <65 2 0,10
65<x,<70 7 0,35
70<x,<75 3 0,15
75<x;<80 4 0,20
80<x;<85 1 0,05
85<x;<90 1 0,05
0sszesen: n=20 1,00

5. tablazat. Egy, a mintabdl képzett gyakorisagi eloszlas.

A kapott gyakorisagokat, illetve relativ gyakorisagokat a jobb attekinthetdség
kedvéért oszlop diagrammal szemléltethetjiik. Valtozo osztalyszélesség esetén is
célszerti a kovetkezd abrazolasmod: minden osztily folé olyan téglalapot
(,;oszlopot”) rajzolunk, melynek teriilete arinyos az osztilyba esé adatok
gyakorisagaval. Az igy kapott abrat hisztogramnak nevezziik. (Az azonos
osztalyszélesség valasztas épp azért elényds, mert ilyen esetben a téglalap teriilete
és a magassaga aranyos egymassal.)

Ilyen hisztogramokat lathatunk az 5.abran. Az els6 két esetben az
osztalyszélességek azonosak, csak az osztalyhatarok kiilonboznek, a masodik két
esetben az osztalyszélességek is kiillonbozok. A hisztogram készitésére tehat nincs
til szigoru eldiras, esztétikai szempontjaink azért lehetnek (1asd 1. megjegyzés).

A grafikonok vizszintes tengelyén tehat a valtozo értéktartomanyai, a fiiggélegesen
pedig az abszolut, illetve a relativ gyakorisagok vannak feltiintetve. Minden
négyzet illetve téglalap egyetlen adatnak felel meg, ezért ezek szama az sszes adat
szamaval egyezik meg (n = 20). Azt is mondhatjuk, hogy ez éppen az oszlopokat
burkold gorbe alatti teriilet, ami a relativ gyakorisagok szerint (az n elemszammal
vald osztas miatt) €éppen 1, azaz 100%.

Bar az egyes hisztogramok konkrét alakja jelentOs eltérést mutat, mégis talalunk
kozos vonasokat. Megfigyelhetjiik példaul, hogy mindegyik ,kipuposodik” a
kozepe tajékan nagyjabol ugyanannal az értéknél, de ezen tilmenden még a
,,sz€lességiik” is hasonld mértékii. Ha az adatok szdmat novelnénk, az osztalyok
szélességét pedig csokkentenénk (és ezt akarmeddig folytathatnank), akkor
hisztogramjaink durva 1épcsds burkold gorbéi egyre jobban kisimulnanak és
egyetlen folytonos, sima gorbébe mennének 4t (1asd 6. abra).

A SOKASAG ELOSZLASA, ELMELETI ELOSZLAS

Vizsgaljuk meg kozelebbrdl a 6. abran bemutatott tendenciat. Véges elemi sokasag
esetén, amennyiben a minta elemszamat (n-t), noveljik akkor elébb-utobb a
sokasag ,,0sszes” eleme kivalasztasra keriil (n = N). Ilyenkor a NV elemii ,,minta”
eloszlasa az osztalyhatarok bizonytalansagatol eltekintve ,,ugyanolyan” lesz, mint
a sokasag eloszlasa. Végtelen elemil, vagy annak tekinthetd sokasignal csak azt
mondhatjuk, hogy a minta elemszdmanak novelése a minta eloszlasat a sokasag
eloszlasahoz egyre kozelebb viszi. Ilyenkor a populacid eloszlasa egy elméleti
eloszlassal irhato le.

A populicié eloszlasa a valtozo minden jellemzdéjét meghatirozza, azaz
megadja, hogy a valtozo a lehetséges értékeit mekkora valosziniiséggel veszi fel.
(Ennél tobbet nem is mondhatunk a valtozorol.) Ha példaul kijeldliink valahol a
szamegyenesen egy (a, b) intervallumot, akkor az intervallumra esé gorbe alatti
teriilet azzal a valdsziniiséggel egyenld, hogy egy véletleniil kivalasztott érték
éppen az adott (a, b) intervallumba essen. Ha az (a, b) intervallumot olyan helyen
valasztjuk, ahol a gorbe kis értékeket vesz fel, akkor ott a gdrbe alatti teriilet
kicsinysége miatt a valtozo lehetséges értékeinek el6fordulasi valdsziniisége is
kicsi lesz (7/1. abra). Ha azonban az (a, b) intervallum a gérbe nagyobb értékeinél
van kijelolve, akkor ott a teriilet, és emiatt a valdszinliség is nagyobb lesz
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5. abra. A minta alapjan készitett
kiilonbozo osztalyszélessegii
hisztogramok. (A legfelsd hisztogram
késziilt az 5. tablazat alapjan.) Minden
téglalap egyetlen adatnak felel meg.

1. megjegyzés:

A hisztogram akkor ,esztétikus”, ha nem
hézagos, de azért van szerkezete, azaz nincs
minden adat egy-két osztalyba bezstfolva.

Ha egy négyzet alakt diagramban akarjuk az
,,optimalis” hisztogramot megrajzolni, akkor
az intervallumok szama Kkoriilbelil meg-
egyezik az egy intervallumba esé elemek
maximalis szamaval, mindkett6t jeloljik m-
mel.

Ekkor egy elem egy

m
—— négyzet alaku terii
w2 B e letet foglal el (a
AN hosszukas ~ téglalap
m — helyett). Az 4bra
| I i N alapjan  az  opti-
A 2 .
e - malis intervallumok
min Xmax r
I szama:
A
Yort m= +\2n .

Az intervallumok optimélis méretét (Axqy)
megkaphatjuk, ha a legnagyobb (xma.) €s a
legkisebb (xmin) adatok kiilonbségét elosztjuk
az optimalis intervallumszammal:
_ X*max ~ ¥min

Ax opt =
Az 5.abran a felsd két hisztogram ilyen
szempontok szerint késziilt.
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eloszlas)

X

6. abra. A minta elemszamanak novelése
és az osztalyszélesség csokkentése
kisimitja a hisztogramot burkolo gorbét.

= normalis eloszlas, Gauss-eloszlas
Zan~ normal distribution,
Gaussian distribution
Normalverteilung, Gauss Verteilung

2. megjegyzés:

A mintanak az  alapsokasiagra  nézve
reprezentativnak kell lennie, vagyis alapfeltétel,
hogy a vizsgalt jellemz6 eloszlasa a mintaban
véletlen hibatol eltekintve ugyanaz legyen, mint
az egész sokasagban. Méréseink, kisérleteink
tervezésekor erre is gondolnunk kell.

Ha példaul egy felmérés soran a pajzsmirigy
betegségek gyakorisagat akarjuk megallapitani
hazankban, akkor a népesség teriileti eloszlasat
figyelembe véve az egész orszag teriiletérdl kell
adatokat gyijteniink. Egy régio tulreprezentalt
jelenléte a mintaban hamis eredményre vezethet,
mivel példaul északi megyéink teriiletén az
ivoviz  jod-szegénysége miatt az ilyen
megbetegedések eléfordulasa sokkal gyakoribb,
mint délen.

(7/2. abra). Ha egy ilyen helyen az intervallum nagysagat noveljiik, akkor
nyilvanvaléan a gorbe alatti teriilet még nagyobb lesz, ami azt jelenti, hogy
nagyobb intervallumba nagyobb valdsziniiséggel fog beleesni a véletleniil
kivalasztott érték (7/3.4abra). Ebbdl az is kdvetkezik, hogy ugyanugy, mint a
hisztogramoknal, a teljes gorbe alatti teriiletnek mindig 1-t kell adnia, hiszen,
ha az (a, b) "intervallum" olyan nagy, hogy —oo-t6l +oo-ig terjed, akkor abban
barmilyen tetszélegesen kivalasztott érték biztosan benne van. (Lasd korabban: a
kovetkeztetés bizonytalansaga és értéke (hasznalhatosaga) kozotti kapcsolatot.)

f(x) f(x) f(x)

a b X ab X a b x

7. abra. Az elméleti eloszlas gorbe alatti teriiletének szemléletes jelentése.

Egy fontos dolgot vegyiink azonban észre: nem véletlen, hogy az elébbiek soran
mindig intervallumrdl beszéltiink, ugyanis egyetlen kiragadott érték folott nincs
teriilet (olyan "teriiletré]" van szé, amelynek nulla a szélessége). Igy folytonos
valtozok esetén nulla annak a valdszinlisége is, hogy egy véletleniil kivalasztott
érték pontosan egy eldre megadott értékkel legyen egyenld. Ez az oka annak, hogy
ilyenkor elvileg az 6sszes mérési eredményliink kiilonbozik egymastdl Az, hogy ez
a gyakorlatban mégsincs igy, azzal magyarazhato, hogy valdjaban minden mérési
adat mar a leolvasaskor egy intervallumot takar, ami annak az egyszerti ténynek a
kovetkezménye, hogy a gyakorlatban hasznalt szdmaink mindig véges tizedes
tortek. fgy a leirt utols6 szamjegy mindig kerekitett érték. (Lasd kordbban:
folytonos és diszkrét jellemzdk.)

Az elméleti eloszlas tehat az Osszes lehetséges adat, vagyis a populacid
jellemzésére szolgdl, a hisztogram pedig csak egy ebbdl vett minta elemeire, a
konkrét mérési adatokra vonatkozik.

A STATISZTIKA ALAPTETELE

Most gondoljuk meg még egyszer, hogy hogyan nyertiik az elméleti eloszlast: ugy,
hogy a minta elemszamat, azaz méréseink, adataink szamat noveltik. A
matematikai statisztika alaptételének szemléletes tartalma éppen az, hogy nagy
mintak esetén a tapasztalati eloszlasfiiggvény (azaz a hisztogram burkoldja)
nagyon jol megkozeliti az elméleti eloszlasfiiggvényt. Azt reméljiik tehat, hogy
minél gyakoribb egy értékcsoport elofordulasa a mintaban, annal val6sziniibb
a megjelenése az alapsokasagban is.

A matematikai statisztika segitségével egy populacié vagy alapsokasag valamely
jellemzojét ugy hatarozzuk meg, hogy a sokasagnak csak bizonyos szamu
(lehetdleg kevés) elemét vizsgaljuk meg. A mintavétel feladata a megvizsgalasra
szant elemek (a minta) kijelolése ugy, hogy beldliik az egész sokasagra megbizhatd
kovetkeztetéseket vonhassunk le. Ezt altalaban ugy érhetjiik el, hogy a
mintaelemeket véletlenszeriien valasztjuk ki (lasd 2. megjegyzés). (A
mintavételnél sok esetben orvosi szempontokra is tekintettel kell lenniink.)

A NORMALIS VAGY GAUSS-ELOSZLAS

Az elméleti eloszlas a vizsgalt valtozotol fiiggden kiilonbozé alakia lehet, de az
esetek tobbségében egyetlen csiiccsal rendelkezé, szimmetrikus, harang alaka
gorbe — aminek okara még visszatériink —, és amit normalis vagy Gauss-
eloszlasnak neveziink. (Ilyen eloszlast tiintettiink fel mar a 6. és 7. abran is.) Az
eloszlast leir6 fiiggvény:
(x-p)’
1 - 202

——e . @)
\270?

gx)=

Ez a kifejezés elég bonyolultnak tiinik, de valdjaban nem mas, mint az f(x) = e
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fiiggvény allandokkal megtlizdelt valtozata. Normalis vagy Gauss-eloszlason tehat
nem egyetlen eloszlast értiink, hanem épp a konstansok miatt egy egész
eloszlashalmazt (lasd 8. abra): az egyes eloszlasok tengely menti elhelyezkedése,
szélessége €s magassaga mas €s mas, csak az alakjuk hasonlo.

g(x) nu=5,0

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
német matematikus.

8. dbra. Néhany eltérd helyzetii (1), szélességii (o), és magassagi Gauss-eloszlas.

A normalis eloszlasra jellemzd haranggorbe (vagy Gauss-gorbe) szarai mindkét
iranyban a végtelenbe nyulnak, az x-tengelyhez azonban annyira koézel, hogy kiilon
nem is rajzolhatok. A gorbe alatti teriilet sziikségképpen 1. (1asd korabban: elméleti

eloszlas.)
X

g( ) 68,0 %
13,5 %
13,5 %
2,5%
elméleti 2,5%
szoras p =0sszterllet =100,0 %

inflexiés c inflexios

pont pont
68%
13,5% ¢
1 2,5% X
0 N N N, N,
(e} (e} (e} (e}
u
w—c | p+o
u—2c u+2c
s o MRS
K varhato érték

9. abra. A Gauss-eloszlas haranggorbéje és paraméterei.

A fenti képletben szerepld u és o allandok az eloszlas paraméterei. Ezek
mutatjdk meg, hogy a végtelen sok lehetséges normalis eloszlasbol éppen Véfhat(’ erték

melyikrél van sz6. A y paraméter a varhaté érték, ami megadja az eloszlas B expected value
maximumanak helyét az x-tengelyen. A o paraméter az elméleti széras, ami az Erwartungswert
eloszlas szélességét jellemzi: a haranggorbe szélessége a magassaga felénél mérve
koriilbeliil 20 - val egyenld (pontosabban a gorbe tgynevezett inflexids pontjai

éppen o tavolsagra esnek a u értéktol) (9. abra). Mindezek alapjan a normalis elméleti szoras
eloszlas szokasos jelolése N (4, o). EEiS theoretical standard deviation, SD

theoretische Streuung

A haranggorbe alakja és a paraméterek kozotti kapcsolatrol ennél tobbet is tudunk
mondani: a u— o és u+ o értékek kozott van a gorbe alatti teriilet mintegy
kétharmada (kb. 68%-a), u—20 és u+ 20 kozott kb. 95 %-a, a u—30, u+3o
intervallumon kiviilre pedig minddssze csak 2 ezrelék jut. A gorbe gyakorlatilag
egy 60 hosszusagu szakaszon helyezkedik el a varhatd érték koriil. Csak
megjegyezziikk, hogy a gorbék magassaga valojaban Iényegtelen paraméter,
o-val forditottan ardnyos, ami a rogzitett (egységnyi) gorbe alatti teriilet
kovetkezménye.

A konnyebb kezelhet6ség kedvéért ki szokas emelni egy specidlis eloszlast a
végtelen sok normalis eloszlas koziil: ez a = 0, o= 1 paraméterekkel jellemzett
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3. megjegyzés:
A u varhato érték becslésére kinalkozo
tovabbi lehetéségek:
1. A modus az az érték, amelyikbdl a
,legtobb” van a mintdban, vagyis a
gyakorisagi eloszlasbol készitett hisztogram
maximumanak megfeleld érték. Mivel —
mint lathattuk — a gyakorisagi eloszlas nem
egyértelmi (fugg az osztalyok
megvalasztasatol), ezért a modus sem az.
Kiilondsen kevés adat esetén nem igazan jo
jellemzé. (A 4. tablazatban megadott minta
modusa az 5. legfelsd abra alapjan: 65 és 70
kozott van.)
2. A median a nagysag szerint sorba allitott
adatok koziil a kozépsd, vagy a kozépsé
kett6 atlaga. Vegyiik észre, hogy ennek az
értékét a sz€lsé adatok egyaltalan nem
befolyasoljadk. Eppen ezért amikor a
sz¢&lsoséges adatok példaul méréstechnikai
okokbdl nagyon megbizhatatlanok, akkor ez
a legjobb becslése a varhato értéknek. (A
4. tdblazatban megadott minta medidnja a
4. abrarol leolvashaté: 69.)
(Gauss-closzlas esetén, nagy elemszamu
mintakra igaz, hogy az

atlag ~ modus ~ median.
Vannak azonban olyan, példdul nem
szimmetrikus eloszlasok is, amelyekre ez
nem teljesiil.)

—_— atlag

S

E&hS mean, average
Durchschnitt

tapasztalati szoras
empirical standard deviation, SD
empirische Streuung

== variancia

i
ZalsS variance

Varianz

szabadsagfok
degree of freedom
Freiheitsgrad

standard normalis eloszlas, a bevezetett jeldlés szerint N(0, 1). (a 8. abran balrol
a masodik gorbe).

A normalis eloszlas kiemelkedd jelentségére a valdsziniiségszamitas egyik
nevezetes tétele, a centralis hatareloszlas tétel mutat ra. Eszerint a sok apro,
egymastol fiiggetlen hatas eredményeképpen kialakult értékek normalis
eloszlast kovetnek. Ezzel magyarazhato, hogy a természetben eléforduld valtozok
jelentds része normalis eloszlasu, ezért a tovabbiakban foként csak ezzel az
eloszlastipussal foglalkozunk.

,,Orvosi” példaként megemlithetjiik, hogy Gauss eloszlasu a testmagassag, vagy a
vérnyomas is. Magyarorszagon a feln6tt férfiak testmagassaganak eloszlasa
napjainkban (cm-ben kifejezve) nagyjabol az N(171,7) eloszlasnak felel meg.
Iskolaskoru fiuk diasztolés (alsd érték) vérnyomasa Hgmm-ben az N(58, 8),
dohanyzo fiatal férfiaké pedig az N(84, 10) eloszlassal adhato meg.

A testmagassag példajanal maradva, ahol 30=21 (cm) azt mondhatjuk, hogy a
feln6tt férfiak nagy tobbségének (t6bb mint 99%-4anak) testmagassaga 150 és 192
cm kozott van. Vannak persze 2 m magas férfiak is, de ez nagyon nem tipikus
érték. A nagyon tipikus a 170 cm koriili magassag, de azt is megfigyelhetjiik, hogy
viszonylag gyakori a 160, illetve 180 cm-es férfi is. Ez is azt mutatja, ami az
élovilag egyik fontos jellegzetessége, hogy vannak ugyan tipikus értékek, de a
sokféleség, az egyedek kozotti kiillonbozoség legalabb olyan fontos jellemzo.

Ha a masik példat tekintjiik, elsé ranézésre lathato, hogy a dohanyzo fiatal férfiak
vérnyomdasa nemcsak magasabb, de nagyobb a szoérasa is (10 >8). Ha azonban
kiszdmitjuk a relativ (elméleti) szérasokat, azaz a o /u hanyadosokat, akkor ebben
a paraméterben mar forditott a helyzet (10/84 = 0,12 < 8/58 =~ 0,14). Sok esetben a
relativ szoras, amit szazalékban is megadhatunk ((o/u)-(100%)) tobbet arul el az
abszolut szorasnal. A szorodas tehat lehet kicsi vagy nagy, de talan még fontosabb,
hogy mihez képest, igy u és o meghatarozésa egyarant fontos célunk. Koénnyen
belathaté azonban, hogy a paraméterek ,,pontos” meghatarozasa igen faradsagos,
esetenként — példdul végtelen elemii alapsokasag esetén — lehetetlen feladat. fgy
megelégsziink azzal, ha meg tudjuk becsiilni 6ket.

A PARAM]@TEREK BECSLESE, A MINTA STATISZTIKAI
JELLEMZOI

Lattuk, hogy a Gauss-gorbét két paramétere ( i és o) egyértelmiien jellemzi, ezért
célunk az, hogy e paramétereket egy minta alapjan torténd becsléssel minél jobban
megkdzelitsiik.

A u varhaté értéket leggyakrabban az atlaggal (x) kozelitjiik, amely az
adatokbol (a minta elemeibdl) képzett szamtani kézép:

n

2
contX et S ' @)
n n
Ez a legstabilabb kozépérték (normalis eloszlas esetén, lasd 3. megjegyzés),
amely az dsszes mintaclem szamszerdi értékére tamaszkodik, és igy a minta val-
tozasara legkevésbé érzékeny. A tobbi kdzépérték koziil kiemelkedd jelentdséglivé
még az teszi, hogy ez az a szam, amelytdl az adatok eltérésének Osszege éppen

0-val egyenld, ugyanis a pozitiv és negativ iranyu eltérések éppen kiejtik egymast:

Zn:(xi—);)zz%-—Zf:in—n}:O. 3)
-1

Ennek alapjan azt is mondhatjuk, hogy az atlag a szamegyenesen, az adatok kozott
a ,,sulypontnak” megfelel6 helyen van.

A o elméleti szorast leggyakrabban a tapasztalati szérassal (s) kozelitjiik, amely
az atlagtol valo atlagos eltérésekkel kapcesolatos definicio:

4)
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(Hasznalatos még az s, jel6lés is, ahol a félreértések elkeriilése végett a valtozot
indexként feltiintetjiik.) Ennek négyzete, a tapasztalati szorasnégyzet, mas néven

variancia:
n
Z(xi - ;5)2
2 _ =l

n—1

N

)

Mivel a (4) illetve (5) képlet szamlalojaban szerepld négyzetes (idegen szoval
kvadratikus = ,,Quadratikus”) kifejezés, vagy hozza nagyon hasonl6, még késébb is
fog szerepelni, ezért kiilon jelolést (Q) vezetiink be ra, tovabba kis atalakitassal a
kiszamitasara alkalmasabb alakra hozzuk:

2
N d n in
0, = Z(X[ _)_C)z = Z(x[ -X)(x; —X) :le? _\i=t )
i=1 i=1 Py n . (6)

A (5) képlet nevezdje (az (n— 1) kifejezés) a szabadsagfok. Ez a paraméterek
becslésével kapcsolatos matematikai statisztikai fogalom szoros Osszefiiggésben
van az adatok szamaval, de lathatban nem mindig egyenld vele. A szamitas
kezdetekor n adatbol all6 minta szabadsagfokainak szama n. Ha egy mintabol
valamely paramétert ugy kell becsiilniink, hogy ahhoz ugyanebbdl a mintabol mar
elézetesen meghatarozott paramétereket fel kell hasznalnunk, akkor annyit kell
levonnunk az eredetileg n szabadsagfokbol, ahany kordbbi paramétert a becslés
kdzben felhasznalunk. Mivel a tapasztalati szoras becslésénél az n adaton kiviil az
ugyanabbdl a mintabol mar meghatarozott atlagot is fel kell hasznalnunk, ezért a
tapasztalati szoras szabadsagfokainak szdma n— 1. Bonyolultabb esetekben a
szabadsagfokot kiilon képlet segitségével kell kiszamitanunk. (A 4. megjegyzés-
ben a 4. tablazatban megadott minta néhany fontos statisztikai jellemz6jét foglaltuk
0ssze.)

A paramétereknek a mintabol kiszamitott, becsiilt értéke és a ,,valodi” értéke kozott
altalaban tobb—kevesebb eltérés mutatkozik. Ez az eltérés a becsiilt paraméter
hibéja, amire még visszatériink. Ezt a hibat pontatlansag és torzitas okozhatja.
Pontatlansagnak tekintjiik a hibat, ha az eltérés a valodi értéktdl pozitiv és
negativ iranyban véletlenszerii. Torzitasnak tekintjiik a hibat, ha a paraméter
becsiilt értéke szisztematikusan kisebb vagy nagyobb a ,,valodi” értéknél. Mig a
pontatlansdg szamszerlien mérhetd, addig a torzitas tobbnyire nem mérhetd
becslési hiba.

Az atlag és a tapasztalati szoras fenti definicidira igaz a kovetkezd allitas
(amennyiben a torzitasoktdl eltekintlink): Ha a minta elemszama végtelenhez tart
(—), akkor az atlag a varhato értéket, a tapasztalati szoras pedig az elméleti szorast
kozeliti egyre nagyobb pontossaggal, azaz

n—>o esetén X > 1 és s 0. 7

Az s tapasztalati szoras azt mutatja meg, hogy az adatok atlagosan mennyire
térnek el az atlagtol, azaz — a Gauss-eloszlasnal (9. dbra) ismertetettekhez
hasonléan — a minta elemeinek kb. 68%-a talalhaté az x + s intervallumban, kb.
95%-a az x = 2s és tobb mint 99%-a az x =+ 3s intervallumban.

A nagy elemszdmu (7 ~ 1000) mintdbdl szamolt x+ ks tartomanyt, amelyben a

minta elemeinek pontosan 95%-a talalhaté (k= 2), referencia tartomanynak
vagy normal tartomanynak is szokas nevezni, amit elsésorban a laboratoriumi
diagnosztikdban alkalmazunk. (Egyes orvosi alkalmazasok soran a normal
tartomany ettdl eltérd értelmezése is eléfordul). Ezt a gyakorlatban gy lehet
felhasznélni, hogy amennyiben egy laboratériumi adat a normal tartomanyon
beliili, akkor arrél 95%-os bizonyossaggal azt mondhatjuk, hogy nem utal kéros
elvaltozasra (lasd 5. megjegyzés).

Ilyen esetben a torzitds nem jelent problémat, mert amennyiben minden adat
szisztematikusan el van toloédva, akkor ugyanennyivel a referencia tartomany is
eltolodik. Ezt esetenként meg is figyelhetjiik, ha kiilonb6z6 laboratoriumokban
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4. megjegyzés:
Még egyszer az adatok, n = 20:

Xi
X1 66
X2 56
X3 89
X4 63
X5 66
X 69
X7 71
X3 68
X9 58
X10 69
X11 78
X12 66
X13 64
X14 84
Xis 74
X16 76
X17 69
X18 77
X19 74
X20 76

z X; =1413

Az atlagos pulzusszam:
Sy, 1413
=——~71(1/perc
T (1/perc)
(egészre kerekitve).
A kvadratikus dsszeg:

X =

2
szz;cl?_M:
n

2
=101075- 14137 _ 1246,55
20
A variancia:
$2= G 124555 o6 (1 percy?
n-1 19
(egészre kerekitve).
A széras:
Ox 1246,55 ~ 8 (1/perc)

s= =
V-1 Y\ 19

(egészre kerekitve).

A szabadsagfok: 19.

5. megjegyzés:

Egy ilyen allitas értékére

talan jobban ravilagithatunk
J/  akovetkezd példaval. Annak
! a valoszinlisége, hogy egy

dobokockaval 6-ost dobjunk
1/6, kb.17%, tehat annak a valdsziniisége, hogy
ne dobjunk 6-ost 5/6, ami (5/6 = 0,83) kb. 83%-
nak felel meg.

Glitter Dice

Ha szabalyos dobokocka
helyett egy ikozaédert (20
lapa szabalyos testet)
hasznalndk, aminek minden
lapja meg van szamozva,
akkor annak a valosziniisége,
hogy 20-ast dobjunk 1/20 = 0,05 = 5%. A nem
20-as dobas valdsziniisége pedig
19/20 = 0,95 = 95%.

Eszerint az az allitas, hogy ,.egy laboratériumi
adat a normdl tartomanyon beliili” nagyjabol
azzal ekvivalens bizonyossagl, hogy az emlitett
ikozaéderrel elvégzett dobas eredménye nem 20.




6. megjegyzés:
A pulzusszamra  vonatkozd  mintabol
(4. tablazat) mar kiszamitottuk az atlagot
(71 (1/perc)) és a szorast (8 (1/perc)). A
standard hiba

P I 8
T
a hibakorlat pedig (kb. 95% konfidencia
szintnél):
X +2s¢ =71 +4 (1/perc).

(mindenhol egészre kerekitve)
A mérést az alabbiak szerint jellemezhetjiik:
»az elvégzett mérések alapjan kb. 95 %
bizonyossaggal  allithatjuk, hogy a
populacié varhato értéke a 67 - 75 (1/perc)
tartomanyban talalhato” (11. abra).
Ha ennél nagyobb bizonyossaggal, egyuttal
nagyobb pontossaggal akarjuk hatarok kozé
vonni a pulzusszam varhato értékét, akkor
novelniink kell a minta elemszamat.
Meddig noveljiik a minta elemszamat?
Altalédnos szabaly nincs, de a konkrét esetrél
a  kovetkezOket mondhatjuk. Mivel a
pulzusszamot egészre kerekitve szokas
megadni ezért a pontossag + 1 (1/perc)-en tali
novelésének  nincs  sok  értelme. A
bizonyossag kérdése nem ennyire
egyértelmii, de ritkan van sziikségiink 99%-
os, vagy plane annal nagyobb bizonyossagra.
Eszerint (a biztos hibakorlatot vélasztva)
addig kell novelniink n-t, amig a hiba le nem
csokken annyira, hogy a 3sy <1 (l/perc)

~2 (1/perc);

feltétel teljesiiljon.
== standard hiba
S
standard error
= Standardfehler
9(x) | L
populacio
eloszlasa
(nem ismert)
0 X
40-bo| 38 esetben 2 esetben
a becsiilt a becsiilt
hibakorlatok hibakorlatok
tartalmazzak nem
po-t tartalmazzak
o a -t
(Kb. 95%) . S
Xt 283

11. abra. A mintabol szamolt hibakorlat
95% bizonyossaggal tartalmazza a
populacio varhato értékét.

elvégzett vizsgalatok eredményét hasonlitjuk &ssze. A referencia tartomanyok
ugyanarra a valtozora nézve kissé eltérhetnek egymastol. Ennek oka példaul az
lehet, hogy az alkalmazott mérési modszerek, illetve a méréberendezések
kiilonbozéek.

KONFIDENCIA INTERVALLUMOK, A BECSULT
PARAMETER VELETLEN HIBAJA, PONTATLANSAGA

Eloljaroban még egyszer hangsulyozzuk, hogy a becsiilt paraméter hibaja lehet
torzitds is, ami altaldban nem mérhetd, igy az aldbbiakban a hiba csak a
pontatlansagot jelenti, azaz a véletlen hibat. Az atlag az el6zdek szerint ugyan n
novelésével egyre jobban kozeliti a ,,meghatdrozni” kivant értéket (lasd (7)
kifejezés), de arra a kérdésre, hogy egy adott n elemszamt minta esetén mennyire
tér el a populaciora jellemzo varhatd értéktdl, azaz, hogy mekkora az atlag
hib4ja, még nem kaptunk valaszt.

atlag adatok
a csoportok (1.-8.) adatainak eloszlasa

1.

2 " m | m =
3. E=2 3 -u
4 T ——— —

5, — @ ssss = sel = mew -

6. — ——

7 - u ul s . -
8 =s B.EL s - =

a csoportok (1.-8.) atlagainak eloszlasa

I :

I T I I I I
40 50 60 70 80 90 100

10. dabra. Adatok és atlagaik: nyolc 20 fos tanulocsoport hallgatoinak pulzusszamat
és azok atlagait tiintettiik fel. Figyeljiik meg, hogy az atlagok joval kevésbé
szorodnak, mint az adatok.

Az eléz6 részben azt is emlitettiik, hogy az atlag, mint kdzépérték a minta
valtozasara nem nagyon érzékeny, hiszen a szdmolds az Osszes mintaclem
figyelembe vételével torténik, igy féleg nagyobb elemszamui mintak esetén egy-
egy adatnak csak kevés modosité szerep jut. Ennek az az eredménye, hogy a
kiilonb6z6 mintakbol szamolt atlagok csak kevéssé térnek el egymastol (lasd
10. abra). Azt is mondhatjuk, hogy a minték 4tlagai ( xi, x2,...x;) joval kevésbé
,,8z0rodnak” a varhato érték koriil, mint az adatok. Ezt a ,,szorodast” fejezi ki a
standard hiba (mas néven az atlag szdrasa):

s

S; = —. (8)
An

Ennek segitségével a végsé eredményt a kovetkezOképpen szokas

megadni:

xtkess. 9)

Végeredményként tehat mindig egy intervallumot adunk meg, azaz pozitiv és
negativ iranyban egy-egy hatarold értéket, azzal a céllal, hogy ezek a keresett
varhato értéket kozrezarjak. Problémank most mar csak az, hogy hol vonjuk
meg a két hatart, azaz mekkora legyen k értéke? A hatarok megvonasa ugyanis
nem egyértelmii. Ha nagyon tadg hatarokat adunk meg (k nagy), akkor varhatd
ugyan, hogy ezek a valodi értéket kozrefogjak, és az a kdvetkeztetésiink, hogy a
valodi érték a két hatar kozott fekszik, feltehetden nem lesz téves (lasd korabban:
statisztikai kovetkeztetés). A nagyon tag hataroknak azonban tobbnyire kevés a
gyakorlati haszna. Ha ezzel szemben szlikitjiik a hatarokat, fokozottan ndvekszik
annak a kockazata, hogy a hatarokat tévesen adjuk meg, azok mar nem fogjak
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kozre a varhato értéket, kovetkeztetésiink biztonsaga, bizonyossaga ezért csokken.
gy tehat egyrészr6l a bizonyossag fokozasa, illetve a téves kovetkeztetés
kockazatanak csokkentése tag hatarokat, masrészrél a szakmai értelmezhetdség
szlik hatarokat igényel.

A statisztikai modszerek lehetové teszik a bizonyossag mértékének rogzitését. Ez
azt jelenti, hogy két olyan hatarolo értéket allapitunk meg, melyek a valodi értéket
meghatarozott bizonyossaggal (konfidencia) fogjak kdzre. Az igy megallapitott
hatarolo értékeket konfidencia hataroknak, a két konfidencia hatar 4ltal
kozrefogott szakaszt konfidencia intervallumnak, a bizonyossag mértékét pedig
konfidencia szintnek nevezziik.

Bar £ értéke a minta elemszamatol (szabadsagfoktol) is fiigg, nagy mintak esetére
a kovetkezoket mondhatjuk: ha k£ = 1, a konfidencia szint kb. 0,68, ha k=2, akkor
kb. 0,95, ha &k = 3, akkor nagyobb, mint 0,99 (l1asd 6. tablazat).

—_ konfidencia intervallum
S .

Zahs confidence interval
Konfidenzintervall

konfidencia szint (kb.) 68% 95% 99%
konfidencia intervallum X+ s= x+ 25 x+ 3s;
hibakorlat biztos hibakorlat

6. tabldazat. Konfidencia szintek és intervallumok.

Ezek ismeretében a ,,MEKKORA?” kérdésre a valaszt, (illetve a mérés
végeredményét) a (9) szerint kell megadnunk (1asd 6. megjegyzés, 11. abra.).

Az atlag szorasanak definicidjabol (8) kitlinik, hogy a hiba az adatok szamanak
novekedtével egyre csokken:

n—>o esettn sz >0, (10)

ami ramutat a sokszori mérés értelmére. Igy az adatok szamanak névelésével
elérheté az, hogy rogzitett konfidencia szint mellett a konfidencia intervallum
tetszOleges mértékben csdkkenjen (lasd 6. megjegyzés).

GRAFIKUS ADATFELDOLGOZAS

Az adatok ko6zo6tti kapcesolat grafikus bemutatasarél mar ejtettiink néhany szot. Itt a
grafikonok kiilonb6z6 transzformacioit mutatjuk be.

Az egyenes egyszeriségébdl adodd konnyebbségek (példaul az, hogy a mérési
pontok egyenes vonalzoval ,,0sszekdthetdk™) olyan nagymeértékiiek, hogy még ott
is egyenessel szeretnénk dolgozni, ahol a valtozok kozotti kapcsolat nyilvanvaldan
nem linedris. Ilyen esetekben olyan transzformaciokat hajtunk végre adatainkon,
hogy a transzformalt adatok végiil egyenest hatarozzanak meg. igy pl. az

_ . bx
y=a-e (11)

exponencialis fliggvény logaritmikus transzformacié utan

1gy=(b1ge)x+(lga) (12)
alaka lesz, ahol a lgy és az x kozotti Osszefliggés mar linedris. Az egyenes
meredeksége (b 1g e), tengelymetszete pedig (Iga) lesz. Ha egy specialis, lin - log
koordinatarendszerti milliméterpapirt hasznalunk, az y értékek logaritmalasat nem
kell elvégezniink, hiszen a logaritmikus beosztast y tengely ezt ,,automatikusan”
megvalositja (lasd 12. fels6 abrak).Vagy az

y=a- x? 13)
hatvanyfiiggvény, szintén logaritmikus transzformaci6 utan,

alaka lesz, ahol a Igy és a lgx kozott van linearis Osszefiiggés. Az egyenes
meredeksége (b), tengelymetszete pedig (Ig @) lesz. A logaritmalas elvégzését itt is
elkeriilhetjiik, egy masik, specialis, log-log milliméterpapir hasznalata esetén.
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EXPONENCIALIS FUGGVENY

HATVANYFUGGVENY
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12. dbra. Az exponencialis, ill. a
hatvanyfiiggvény ,, kiegyenesitése”
lin-log, ill. log-log mm-papir
segitségével.



