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13. abra. A mérési pontokra legjobban
illeszkedo egyenes keresése.

= linedris regresszio
B linear regression
B jincare Regression

Ilyenkor az x illetve az y értékeket logaritmalas nélkiil, a tengelyek logaritmikus
értékbeosztasai szerint abrazoljuk (lasd 12. als6 abrak).

(Megjegyzés. A szamitogépek vilagdban az adatok abrazolasa, illetve azok
transzformaciodja egyszerlien elvégezhetd. Egyetlen parancs kiadasaval a tengelyek
atskalazhatok vagy sziikség esetén logaritmikus beosztastuva alakithatok.)

LINEARIS REGRESSZIO

A legegyszerlibb gorbéhez, az egyeneshez papiron, ceruzaval, vonalzdval
szubjektiv modon konnyen eljuthatunk, de a mérési pontok hibajabol szarmazd
bizonytalansagainkat, kételyeinket a gorbekihtizas korabbi kvalitativ elveivel nem
tudjuk mindig eloszlatni. Ezért tovabb ¢l benniink az a kérdés, hogy hogyan
talaljuk meg a pontjainkra valoban legjobban illeszked6 egyenest.

Tudjuk, hogy az egyenes egyenlete
y=a-x+b, (15)

amelyben a az egyenes meredeksége, b pedig a tengelymetszet, azaz y -nak azon
értéke, amelynél az egyenes az y tengelyt az x = 0 helyen metszi. E két paraméter
az egyenest egyértelmiien jellemzi. A feladat tehat az, hogy hatdrozzuk meg a
mérési pontjainkra legjobban illeszkedd egyenes a* és b*-gal jelolt paramétereit.
Els6 1épésként azt kell megmondanunk, hogy mit jelent az, hogy egy egyenes a
legjobban illeszked6.

Tegyiik fel, hogy az x és y mennyiségekre vonatkozoan rendelkeziink 4 mérési
ponttal (lasd 13. a. abra). Feltessziik tovabba azt is, hogy a mérés soran az x;-k
,pontos” (hiba nélkiili), elore beallitott értékek, tehat (mérési) hiba csak az y;-ket
terheli.

Huzzunk a mérési pontjainkon at egy tetszéleges — a;, b, paraméterekkel adott —
egyenest (y=a;-x+b) ¢és hatdrozzuk meg a pontoknak az egyenestdl
fiiggdlegesen mért tavolsagait (lasd 13. b abra, fiiggéleges vonalak).

Egy kiszemelt (x;, ;) pont x tengelyt6l mért tavolsagat az y; koordinata adja meg,
ugyanakkor az x; koordinatdhoz tartozd egyenesbeli pont x tengelytdl mért
tavolsagat az egyenes egyenletébe valo behelyettesitéssel az (a; - x; +b;) érték adja

meg. A kettd kiillonbsége a pont és egyenes fiiggolegesen mért tavolsaga
di;=(y;—(a;-x; +b))). Ha a pont az egyenes folott van, akkor ez a kifejezés

pozitiv, ha alatta, akkor negativ. Az igy definialt tavolsagot a tobbi pontra
hasonloképpen kiszamithatjuk, majd vegyiik ezek négyzeteit.

A tapasztalati szords bevezetésénél szerepld négyzetes kifejezés (6) mintajara
adjuk Ossze az &sszes pontra kiszamitott ilyen tavolsagnégyzetet (lasd 13. c. abra,
kék teriiletek) és az Osszeget jeloljiik On-gyel. Ha most behuzunk egy masik —
mondjuk a,, b, paraméterekkel megadott — egyenest, akkor ugyancsak
kiszamithatok ett6l a masik egyenest6l mért fiiggdleges tavolsagok is (dy), €s
végeredményként egy masik QOpp-vel jeldlt négyzetes Osszeget kapunk
(lasd 13. d. abra). Megfigyelhetjik, hogy a pontok (egyenestdl mért)
,,8Z€tszortsaga” akkor nagyobb, amikor Qy, is nagyobb (Qn > On).

Mivel az (x; y;) pontok valtozatlanok, ezért a Q, valtozasat csak az a, b para-
méterek valtozasa okozza. A fenti eljarassal (hozzarendeléssel) egy olyan fiigg-
vényt adtunk meg, ahol a két fliggetlen valtozo a és b, a fliggd valtozo pedig a Oy:

0, (a, b)= Z[y ax; +b)| (16)

A kapott Oy(a, b) kétvaltozds fuggveny — a tavolsagnégyzetek miatt — mindkét
valtozojatol négyzetesen fiigg, ami azt jelenti, hogy egy olyan godorhéz hasonlo
feliilettel ~reprezentalhatd, amelynek mindkét tengelyiranya sikmetszete
(a = allando, illetve b = allando) parabola (14. abra).
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Néhany tovabbi feltétel teljesiilése esetén (példaul a mérési hibak az egyes
pontokban legyenek egymastdl fiiggetlenek) a pontokhoz legjobban illeszkedd
egyenes az, amelyre nézve az emlitett tavolsag négyzetosszeg, azaz @y, minimalis.

Tehat azt az (a*, b*) értékpart keressiik, ahol az imént definialt fiiggvény (16)
értéke a legkisebb. Még egyszerlibben: meg kell keresniink a godor (14. abra)
legmélyebb pontjanak (a*, b*) koordinatait. A fenti modon illesztett egyenest
regresszios egyenesnek, az illesztési modszert legkisebb négyzetek médszerének
vagy altalanosabban linedris regressziénak szokas nevezni.

Megjegyezziik, hogy a regresszié6 szo6 a ,visszahatasra”, utal, azaz a mérési
pontokbol a mennyiségek kozott fennalld kapcesolatra valo kovetkeztetést fejezi ki.
(A ,kapcsolat” altalanosan tovabbra sem jelent feltétleniil oksagi kapcsolatot.)

Qn(a,b)
hiba-
négyzetek
osszteriilete

a
meredeX

14. abra. A hiba fiiggése az a és b paraméterektol. A godor legmélyebb pontjan a
hibanégyzetek osszege minimalis.

A minimum keresés elvégzése utan azt kapjuk, hogy

2
a*:Q—W:i:ln—,mgy a":s—’g’, (17
- Z(xl-—;c S
=1
n n
zyi le
b zf—a*fz%—a*%, (18)

ahol Q.. , O,, a (6)-ban bevezetett jelolésnek felel meg,

— xy =0, /(n 1) a kovariancia,
— 2 az x varianciaja,

— x,y pedig a megfeleld atlagokat jeldli.

A fenti képletek alapjan tetszoleges (xi, y,) mért érték parok esetén megadhaté a
legjobban illeszkedd egyenes (v =a” x + b), még akkor is, ha a pontok szemmel
lathatdan nem egyenesen, hanem valamilyen gérbe mentén helyezkednek el.
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15. abra. Néhdany példa a korreldcios
egyiitthato értékere.



= korrelicios egyiitthatd
correlation coefficient
= Korrelationskoeffizient

7. megjegyzés:
Az alabbi tablazatban a szem akkomodacios
képességét  tiintettik  fel az  életkor
fuggvényében
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16. abra. A szem akkomodacidja az életkor
fliggvényében. Regresszios egyenes illesztése
a mérési pontokra.

Az abrazolas és a linearis regresszio
elvégzése utan az illesztett egyenes
paraméterei:

a*=-0,28; b*=16,2.
A korrelacios egyiitthato:

r=-0,98.

Mivel nem ismeriink olyan matematikai
modellt, torvényszeriiséget, ami a két
mennyiséget  Osszekapcsolja, ezért a
paramétereket csak interpolacios becslésre
hasznalhatjuk fel. Példaul megkaphatjuk az
akkomodacié becsiilt értékét 40 éves korban:

—0,28-40 + 16,2 ~ 5 (dpt)
ami a tablazatbol egyébként hianyzik.
(Tudjuk azonban, hogy még egészen fiatal
korban sincs 16 dpt koriili akkomodacio.)

Mivel szubjektiv megitélés alapjan nagyon kétséges annak eldontése, hogy a
mérési pontok mennyire jol illeszkednek a regresszids egyenesre, ezért célszerii
meghatarozni a korrelacids egyiitthatot:

2
N
poe P Sy (19)

Qxx : ny SxSy

ahol a hasznalt jeldlések ugyanazok, mint a (17) kifejezésben.

A korrelacios egyiitthatd a valtozok kozotti kapesolat szorossagat jellemzi,
értéke +1 és —1 kozott valtozhat. Pozitiv értékeihez pozitiv, negativ értékeihez
negativ meredekségli egyenes tartozik. Ha a mérési pontok jol megkdzelitik a
regresszios egyenest, az |r| értéke kozel lesz az 1-hez (pl.: » = 0,9860). Ha az
egyenes minden egyes ponton atmegy, akkor |r| = 1, egyébként r annal jobban
megkdzeliti a nullat, minél inkabb eltérnek a pontok az illesztett egyenestdl (lasd a
15. abrat és egy konkrét példat a 7. megjegyzésben).

Nem beszéltliink még arrdl, hogy milyen esetekben és milyen célra hasznalhatjuk
a linedris regressziot. Itt egy fontos szempontot kell figyelembe venniink.
Nevezetesen azt, hogy a valtozok (x,y) kozott van-e valamilyen ,,oksagi”
Osszefiiggést leiro modell, amelynek paraméterei fizikai értelemmel birnak, vagy
csak azért illesztiink egyenest, hogy az a sziikséges pontossaggal reprezentalja
mérési adatainkat. (Természetesen amennyiben a modell nem ismeretes, az még
nem jelenti azt, hogy az oksagi viszony nem allhat fenn.)

Az elsd esetre tobbek kozott példa lehet a folyadékok torésmutatdjanak
koncentraciotol vald fliggése (n =no + kc) (lasd 4. REFRAKTOMETRIA cimi
fejezet), és a folyadékok optikai denzitdsanak koncentraciotol vald fiiggése
(g (Jo /J) = ecx) (lasd 6. FENYABSZORPCIO cimii fejezet). Ilyenkor a linearis
regresszi6é paraméterei extrapolaciéra (a mérési tartomanyon kiviili becslésre) is
hasznalhatok. Az Osszefliggések (torvények) érvényességi tartomanyait azonban itt
is figyelembe kell venniink.

A masodik esetben a paramétereket csak interpolaciora (a mérési tartomanyon
beliili becslésre) hasznalhatjuk és még 1-hez kozel esé korrelacids egyiitthatd sem
ad alapot arra, hogy oksagi kapcsolatrol beszéljiink (1asd 7. megjegyzés).
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