Probability density

Hogyan tudjuk az el6zetes ismereteinket, vdrakozdsainkat beépiteni a dontéseinkbe?

Bayes-statisztika

avagy

Hogyan lehet egy kérdést bizonytalan adatokbdl megvalaszolni?
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A dichotom (I/N) dontési fa

Kérdés
Eldontendd kérdéssé alakitas ha sztikséges
HO megfogalmazasa

Az adataink HO-hoz tartozdsa szamithato kell hogy legyen, ezért HO tobbnyire egy
ismert, referencia-helyzetet mint elGzetes feltevést jelent.

|

Eldontjik mennyire ragaszkodunk HO-hoz, azaz mekkora az a valdszinlség ami
alatt mar nem tartjuk meg az el6feltevést. -> ezt hivjuk szignifikancia szintnek
l o vagy o,

Kiszamitjuk a valdszinlségét annak, hogy véletlenszerlien legalabb ennyire eltérjen
egy eredmeény a HO-tél mint amennyire a mi adataink eltérnek.
-> Ez valdjaban egy feltételes valdszinliség: P(legalabb ekkora eltérés | HO igaz)

!

Dontés
M szign,
HO-t elvetjuk HO-t megtartjuk

Azaz nem vetjuk el!



A déntés csupan valdszinlségi!

Mindig fennall a tévedés valdszinlisége, de jobb megoldas nincsen. Ha ezzel a
modszerrel hozunk dontést, akkor legalabb abban biztosak lehetlink hogy nagy
dtlagban a lehet6 legkevesebbet fogunk hibazni.

Dontéslink

HO-t megtartjuk HO-t elvetjiik

o, Valdjaban Helyes dontés Els6-faju hiba
Valosag HO igaz a
(ezt vagy megtudjuk | Valdjaban Masod-faju hiba Helyes dontés
utélag, vagy nem) HO hamis B

A legjobb orvos a patolégus, mert mindent
tud. Csak altalaban mar késén...”

A szignifikancia-szinttel azt hatarozzuk meg, hogy mekkora a-t vagyunk hajlanddak toleralni.

Proba ereje: Egy ismert alternativ hipotézis igaz volta esetén esetén mekkora valdszinlséggel veti el HO-t.



Valéjaban minden dllitasunk és valdsziniiség feltételes:
,hypo thesis” =, az alulra allitott”

P(A|H,,C) : nemcsak a nullhipotézis, de a (kisérleti) korulmények is feltételt jelentenek.

C azonban nehezen meghatarozhatd!

-> szlkséglink van az interszubjektiv konszenzusra
(bizonyos elbfeltételeket, axiomdkat mindenki el kell hogy fogadjon, mdsképp tudomdny sincsen)

De: C-ben benne van a szubjektum is!

P(es6 | C) vagy P(jol sikerilt a m(itét | C)

Sokszor hasznalunk intuitiv, frekventista modon nem kezelhet6 ,valdszinliség” fogalmakat.

,Szerintem ma nem fog esni.”
,Nyugodjon meg, a m(tét jol sikerult.”

-> ezeket is be kellene épiteni valahogyan a dontési mechanizmusokba!



. y s s g . Vigyazat, valdjaban itt is
Frekventista valdszinliség: P, = lim ky P(A|C) 65 k, | C van!

N—>oo

Szubjektivista valdszinlség:
P, = ,egy esemény (vagy mas!) bekdvetkeztében valé meggydzédés mértéke”

-> de az interszubjektiv konszenzus tovabbra is feltétel!
Akkor lehet értelmes P-t definidlni, ha
P(A|C)-t mindenki azonosnak itéli meg aki C-nek birtokaban van.

-> ugyanazt a leletet olvasva, ugyanazzal a szaktudassal rendelkez6 kollégak
az Q) eseménytér (pl. lehetséges diagndzisok) valdszinliségeit egyforman
adjak meg.



Akkor minden relativ?

A k6z06s nevez6 az urnamodell.

A valészinlséget megadhatjuk egy urnaval

P(A|C) = P(F goly6 | adott urndval jatszunk)



A dichotom dontési fa is gondokat okoz.

o -> néha tobb nullhipotézist is megtartunk, maskor mindet elvetjik...
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A szubjektiv valoszinlség definialhaté axiomatikusan is.
Ehhez logikai szabalyokat kovetve nemcsak eseményekre, de
allitasokra vonatkozé algebra is kialakithato.

~~d=a, (1)

a-b=b-a, (2) avb=bva, (2%

a-a=a, (3) ava=a, (39
a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c, (4) “:Zsem
av(bve)=(avb)vc=avbuve, (4") v = vagy

~(a-b)=~av ~bh, (5)

~(@vb)=~a-~b, (5")

a-(avb)=a, (6) av(a-b)=a. (6”)

(1) Es még 5 szabaly fiiggetlen egymastdl, a tobbi levezethetd.

NEM kell megtanulni!
Az a lényeg hogy VAN matematikai alapja.



l. (cb)|a =F(c|ba, b|a) F(x,y) és
Il. “b|a =S(b|a) S(x) meghatdrozando fliggvények

-> ha a szabalyokat kovetjuk, és keressuk a legegyszer(ibb megoldast, akkor
F(x,y) = F(x)*F(y) és F(x)=x, valamint S(x) = 1-x.

-> Ez viszont megegyezik a frekventista Kolmogorov-féle szamolassal!

bla+~b|la=1

és

ala+~ala=1

biztos és lehetetlen események

NEM kell megtanulni!
Az a lényeg hogy VAN matematikai alapja.



A Bayes-féle szubjektivista valdszinliségfogalom tag:

nem koveteli meg a végtelen ismételhetbséget, és a relativ gyakorisag létezését
DE

Abban a hataresetben amikor létezik a frekventista valoszin(ség, akkor a bayes-
értelmezési valdszin(iség ezzel egyezb értéket fog adni.

(interszubjektiv konszenzus kovetelménye)

Szamolni ugyanugy kell mint eddig!

(1) Minden p kijelentésre igaz hogy, 0 < P(p) <1
Ha p biztosan igaz akkor , P(p) =1
Ha p biztosan nem igaz akkor P(p)=0

(1) Ha p és g egymast kizarjak akkor, P(p vagy q) = P(p) + P(q)

P(nem-p) =1—P(p)




A meggy6z8désiink mértékét is standardizalhatjuk:
Minden fogadas

Egy fogadas, szerencsejaték fair modon annyit ér amennyi a varhatoé értéke.

Frekventista athallas (és interszubjektiv konszenzus lehet8ség)
A fair jatékban dtlagban egyik fél sem veszit

A meggy6z6désiink mértékét értelmes viselkedés modelljébe csomagoljuk:
Mekkora értelmes fogadast vagyunk hajlanddak kotni?
(tehat ne legyen rajta biztos vesztesége senkinek, csak a jaték oromeéért fogadunk)

-> az urndhoz hasonld, de kozvetlenil alkalmas a vélekedésel 6sszehasonlitasara:
Pl. 1:100000 hogy sulyos mellékhatds alakul ki az On esetében.

1:x-hez fogadas azt jelenti, hogy P=1/(1+x) valdszinlség( a fogadott esemény, allitas, kijelentés



Becsléseinknek koherenseknek is kell lennitk:

P(A)+P(B)+P(C) <=1

Id.: ,,Dutch book argument” -> ha nem koherens a valdszintiségek kiosztasa akkor egy bookmaker rendszerben valahol biztos nyereség,
mashol biztos veszteség jelentkezik, ami ellentétes a racionalis fogadds el6bbi elvével.



Mire j0 mindez?

Hipotézisek valdszinlisége is megadhatad.

Ha kapunk egy leletet, akkor megmondhatjuk hogy az egyes diagnodzis
lehet6ségek mekkora valdszinliséglek.

Megmondhatjuk azt is hogy egy diagnosztikus eredmény mennyi bit informacio érték



pl.:

Feltételes valoszinliség

P(A | B) = annak a valdszinlsége, hogy A esemény bekovetkezik,
feltéve hogy B bekovetkezett.

|lazas-e a paciens, feltéve hogy tudjuk hogy COVID-19 fert6z6tt.
5-6st kapok statisztikabol feltéve hogy eddig minden vizsgam jeles volt.

Q eqgy része érdekel minket csupdn, a kérdéslink az
hogy azon belil milyen az el6fordulasi valoszin(iség.

P(kék | csikos) = kékek valdszinlisége a csikosak kozott. Itt
két csikos van, abbdl egy a kék, tehat P(kék | csikos) = %4

Megjegyzések:
1. flggetlen eseményekre P(A|B=P(A)
2. Két eseményre P(AB) = P(A|B)*P(B) eza ,szorzasi szabaly” vagy Bayes-tétel



Bayes tétel

feltételes valdszin(iseg P(A|H) P(A-H) Két ,,eseményre” : A,H
V ZI u = o 7 . .
P(H) H lehet egy hipotézis is.

: P(AH) = P(kék ES csikos)
e : P(H) = P(csikos)

P(A|H) = P(kék, feltéve hogy tudjuk hogy csikos)

N

Atrendezve: P(H) = P(AH)/P(A|H)
-> H valdszinlsége kiszamithato az egylittes és a feltételes valdszinlségekbdl.



Bayes tétel

P(A-H) Két ,eseményre” : A H

felteteles valoszinUség P(A|H) = PO H lehet egy hipotézis is.

Az egylttes valdszinlség kétféleképpen is megadhatd, ha P(A) és P(H) is |étezik:

P(A-H) = P(A|H) * P(H) = P(H|A) * P(4)

P(A|H) = P(H)
P(A)

Amibdl: P(H|A) =

Vagyis ,,megforditottuk” a feltételes valdszinliséget.
Ez azt is jelenti, hogy ha H a hipotézis, akkor ki tudjuk szamolni éppen azt, hogy
A esemény bekovetkezte utan mekkora H valdszin(isége!

Vigyazat: P(A) meghatarozasakor minden lehetséges bekovetkezési utat figyelembe kell venni!



P(A|H) * P(H)
P(A)

P(H|A) =

Példa: (A szémolast magat nem kell tudni megcsinalni!)

Legyen annak valdszinlsége (azaz meggy6z6désiink mértéke!) az anamnézis alapjan

hogy a paciensiinknek gyomorfekélye van P(H)=15%.

Elvégziink egy helicobacter pylori PCR tesztet ami a gyomorfekéllyel diagnosztizaltak
esetében 92%-ban pozitiv. A teszt eredménye pozitiv.

Azt is tudjuk, hogy altalaban ennek a tesztnek a szenzitivitasa 0.95, specificitasa 0.91, mig a

h.pylori becslilt prevalenciaja 2%. + )
?eftyo"z’;'tt 1.90%:(0.10% | 2%
P(A) azaz a + eredmény két egymast kizaré Uton kovethezhet be:
nem

8.82% :89.18%: 98%

fert6zott

- Higaz P(A)=P(AH)+P(AH)
- H hamis

10.72% a + teszt valdszinlsége
mindentdl fliggetlendl

Tehat P(A) = P(H)*P(Al H) + P(ﬁ)*P(A I H) Ha az illet6 nem gyomorfekélyes akkor a PCR teszt

altalanos adataibodl lehet kiindulni.

0.92 % 0.15

P(H|A) = = 0.602 = 60.29
HIA) =515+ 002+ (1 —0.15) * 0.1072 /o

Vagyis a pozitiv teszt utan a meggyoézodésiink mértéke jocskan megndatt.

-> nagyon hasonlé a szamolas a diagnosztikus tesztek PPV és NPV szamolasahoz.
-> a prevalencia most is sokat szamit



Ha csak két lehet6séglink van (Beteg vagy nem) és csak kétféle uton valdsulhat meg
mindegyik eredmény (+/-) akkor a szdmolas relative egyszer

P(+|Beteg) ) P(Beteg) P(Beteg)
LR, = Z . €S Opgetegseg = _ = . :
P(+|Egészséges) P(nem — Beteg) P(Egészséges)
P(Beteg és +)
5 _ P(Betegl+) P(+) _ P(Betegés+)
Betegsegl+ ™ p(Egészséges|+)  P(Egészséges és+) ~ P(Egészséges és+)

P(+)
P(+|Beteg) * P(Beteg)

P(+|Egészséges) = P(Egészséges)

= LRy * Opetegseg

Hasonldan megy az LR_

P(Beteg|+) * P(+) = P(Beteg és +) = P(+|Beteg) * P(Beteg)



prevalence = D/ALL incidence = NEW cases over t time / number at risk

se +|D o incidence RATE =incidence / t time

sp JH T RR D  (D|R+)/(D|R") PPV/(1-NPV)
false negrate 'é

1-se -|D I RR_H (H|R+)/(H|R-) (1-PPV)/NPV
false pos rate %

1-sp +|H S LR+ +|D/ +|H se/(1-sp)
PPV D|+ LR- -|D/-|H (1-se)/sp
NPV H|- ORD (O D|R+)/(0O_D|R) RR_D/RR_H
false alarm rate 05

1-PPV H|+ @ ORH O H|R+/O H|R- RR_H/RR.D
false reassurance S

rate IS

1-NPV D|- GEJ_ O D=D/H O_D post=0%*LR

D: diseased R+ risk factor present O=p/1-p

H: healthy R- risk factor NOT present p=0/1+0

+/- Test result
diagnostic test cheat sheet (c) G.Schay




A Bayes tétellel visszafele tudunk kovetkeztetni

Diagnosztika

kimeneteli
,A vilag allapotai”  lehet6ségei
Azaz H lehetséges verzidi, 4
a szoba johet6 diagndzisok
Ebbd6I valdsul meg valamelyik 1y
i
AP T
o P(B) |
/O/Q
1 Xz
i Xl
PCAIX = Xi) P(A) * P(Xi|A)
p— l p— -
Zsz,B,C P(k) * P(Xi|k)




Folytonos ,Hipotézis-szamegyenes” esetén is lehet szamolni

\
o P(A) = P(Xi|A) hix) — f(h) = P(x|h)
PAlX = Xi) = Yr—apc P(K) * P(Xi|k) f(hlx) J,, fF(W)P(x|R)dh

Ezzel a szamolassak a kisérlet, diagnosztika el6tt meglevé meggybdzédésink (priori eloszlas,
vagy prior) javithatd az Uj ismeretek figyelembe vételével, igy kapjuk a poszteriori eloszlast.
A szamolashoz az ,el6refele” mutatod feltételes valdszinliségeket (Likelihood) ismerni kell.

MCID
. - Posterior
Likelihood
2
e
L
o
2
z
3
o
o
Megjegyzés: az egész szamolas két kulcs-feltételen nyugszik:
- Létezik egy priori eloszlas (a kiterjesztett valdszinliség- 1 310

definicioval ez megoldhatd)
- Kiszamolhatoak a Likelihood értékek, és a teljes Q-t le I Harm ARR(%) Benefit
tudjuk fedni, nem felejtlink ki semmit.



Orvosi alkalmazasi példak

Dontéstamogatd rendszerek
Kategorizalas

Kutatas

Mesterséges intelligencia
(neurdlis halézatok)
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Dontéstamogato rendszer - dontéselmélet

A Bayes elmélet segit betekintést nyerni -> kapunk egy (poszteriori) eloszlast ami a

vilag szamunkra kérdéses részének allapotat mutatja valdszin(iségi alapon.
(ezzel a bizonytalan helyzetben meglevé bizonytalansag a valdszinliségekben kodolédik.)

Hogyan dontstink? \
nyereség




Dontés -> Haszon?

Azt a dontést fogjuk valasztani aminek a varhato haszna a legnagyobb.

A lehetéségekre vonatkozo preferencidinkra két axiomat tekintink érvényesnek:
TeljeSSég: 1 < 2 vagy 2 < 1 Itt < olyan reldcié ami azt jelzi, hogy

Tranzitivitas: 1 < 2 és 2 < 3 =1 < 3 aldozni is hajlanddak vagyunk a
,hagyobb”-ért

Nem biztos, hogy minden lehetdséget ismerink, de a preferenciainkat raciondlisan ki tudjuk
terjeszteni amennyiben Uj lehet8ségek (pl. Uj terapia) meriilnek fel.

A preferencidinkat kifejezhetjiik egy hasznossagi fliggvénnyel (G) ami szamot rendel
hozza minden Ieheté’séghez. (pl az adott kezelés varhatd haszna)

Megjegyzés: Ha a szamok kozotti kiilonbséggel a preferencidink kozotti ,,er6sség” eltérést is meg akarjuk adni, akkor kell egy
standard, ez tébbnyire egy szerencsejaték (pl. lotto, sorsjegy, stb). Ekkor megadhatjuk hogy mennyiért ,,éri meg” nekiink ,,megvenni”
egy jatékot aminek a kimenetét értékelni akarjuk egy bazis-opcidhozhoz képest. (ez a vNM vdrhatd nyereség/haszon elmélet alapja)

-> bévebben a valaszthato kurzusban!



A Bayes-i dontési fa

megfigyelések

prior

G (H)

poszterior

Bayes
tétel

-> bAvebben a valaszthatd kurzusban!

max{G(H,)}
dontés



