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Eloszo

Ez az alig szazoldalas 0sszeallitas abbdl a célbol sziiletett, hogy a Semmelweis
Egyetemen az orvosképzésben bevezetett ,Biostatisztika és informatika” cimi
tantargy hattéranyagat roviden osszefoglalja. A ,,roviden” sz6t szdndékosan emel-
tem ki, hiszen hasonlé témaju konyv akad még egynéhany, akar magyar nyelven
is, de ezek Iényegesen hosszabbak. A nagyobb terjedelemnek altalaban az az oka,
hogy a tantargy a matematika tudomanyanak része, illetve arra épiil, és a matema-
tika irant kevésbé fogékony olvasdk szamdra sokkal tobb magyarazatra, példara
van sziikség ahhoz, hogy az absztrakt fogalmakat és az alkalmazott modszereket
megértsék. A megértés igen fontos, mert csak ebben az esetben keriilhetd el a nem
megfeleld modszerek szolgai, esetenként teljesen értelmetlen alkalmazasa.

Tudva azt, hogy a didkok nem szeretik a vastag tankdnyveket, torekedtem a
rovidségre. Kompromisszumként az ,,igazi” matematikai precizséget feladtam, de
a vilagos fogalmazasra azért nagyon torekedtem, szem el6tt tartva a f6 mondaniva-
16t, nevezetesen azt, hogy a dolgok hasonlosaga, illetve Kkiilonbozosége sokkal
bonyolultabb kérdés, mint amilyennek elsore latszik.

Ugy gondolom, hogy ebbél az Ssszeallitasbol sok minden megértheté, megta-
nulhato, de azt is toredelmesen bevallhatom, hogy nem koénnyl olvasmany. A
hasznalatarol csak annyit, hogy amikor tanulunk, egy-egy magyarazatot nem sza-
bad csupan emlékezetiinkbe vésni, ezen a teriileten ugyanis a logikai lanc kovetése
a lényeg, mindenre kiterjedd, kébe vésett szabalyokat ugy sem tudunk megfogal-
mazni. Ha egy magyarazat nem eléggé érthetd, kérjiink segitséget gyakorlatveze-
tonkt6l, de ne probaljuk memorizalni a levezetés 1épéseit, annak semmi értelme,
inkabb ugorjuk at. Bar a bevezetett 4j fogalmak a legtobb esetben egymasra épiil-
nek, igy célszerii az olvasast az elején elkezdeni, de a tanulast, illetve az eligazo-
dast segitheti a kiadvany elején talalhato ,,Tartalomjegyzék”, tovabba a végén ta-
lalhato ,,Név- és targymutato”.

Terveink szerint ezt a kiadvanyt kovetni fogja egy gyakorlati jegyzet, amely
sok példaval, sok gyakorlati alkalmazassal segiti el6 a leglényegesebb fogalmak és
moddszerek jobb megértését. Természetesen addig is tAmaszkodjunk a gyakorlatok
anyagara €s a gyakorlatvezetd kérdéseinkre adott valaszaira.

A kiadvany jellegét a konyv vagy jegyzet helyett az ,,0sszeallitas” szoval pro-
baltam kifejezni, ugyanis a ,,Felhasznalt irodalmi forrasok”-on tilmenden, amelye-
ket az altalam vélelmezett fontossaguknak megfelelden allitottam sorba, a legfébb
forras a Biofizikai és Sugéarbiologiai Intézetben folyd tobb évtizedes oktatdé munka
eredményeként 1étrejott tudas, amely korabbi és jelenlegi kollégadimnak kdszonhe-
to.

A korabbi kollégaim koziil meg kell emlitenem Hajtman Béla és Berkes Laszlo
nevét. (Hajtman Béla jegyzetét hossz éveken keresztiil hasznaltak az orvostan-
hallgatok.) A jelenlegi kollégaim koziil els6 helyen Modos Karolyt emelem ki, aki
a tantargy keretében tartott eldadasainak anyagat, illetve annak mintegy harmincéot
oldalas irott verzigjat rendelkezésemre bocsatotta. Felhasznaltam tovabba Grof
Pal, Kaposi Andras, Kellermayer Miklés valamint Schay Gusztav el6adasainak
Osszefoglaloit. Koszonetet kell mondanom azoknak a kollégéknak is akik hasznos
tanacsaikkal eldsegitették a kiadvany megsziiletését, igy Agocs Gergelynek, Csik
Gabriellanak, Derka Istvannak, Osvath Szabolcsnak, Smeller Laszlonak, Tolgyesi
Ferencnek, Veres Dénielnek és Voszka Istvannak. Ezen kollégdim valamennyien
olvastak a kézirat valamelyik részét és konkrét javaslataikkal segitették a lektora-
last. Természetesen a jelenlegi valtozat kialakitasakor az Gsszes véleményt nem
tudtam figyelembe venni, de igyekeztem minden hasznos tanacsot megfogadni.

Végiil, de nem utolsésorban koszonetet kell mondanom intézetiink igazgatdja-
nak, Kellermayer Miklos professzor Grnak, aki tdmogatta tevékenységemet és egy-
szer sem tette fel azt a frusztrald kérdést, hogy mikor leszek kész a munkaval.

Budapest, 2016.

Herényi Levente
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STATISZTIKA ES INFORMATIKA

1. példa

Hasonitsunk Ossze két dolgot, példaul az alabbi
két képet. Jol ismert a rejtvény: talald meg a 8
kiilonbséget!

A kiilonbség a kivonas miiveletének eredménye.
Nosza, vonjuk ki a két képet egymasbol, (ami a
kép digitalizdldsa utdn szamitogép segitségével
meg is oldhato vo. 20.7. rész).

Az eredmény meglepd. Bar a rajzold és a nyom-
dasz valosziniileg nagyon figyelt arra, hogy 8-nal
tobb kiilonbség ne legyen, a kivonas eredménye-
ként mi mégis tobbet talaltunk. Tudjuk azonban,
hogy a 8 feletti meglévé kis kiilonbségek nagy
részét még a nagyon alapos szemlélé sem vette
volna észre, azok tehat az eredeti koriilmények
kozott szamba nem veheték.

1.0. Bevezetés

Az azonositas, hasonlitas, kiilonbségtétel mindennapi életiink allandé része.
Sziiletésiinktdl kezdve ezek alapjan tanuljuk meg az Ujat, talalunk megoldasokat a
kiilonbozo élethelyzetekben, igy nem véletlen, hogy igen jelentds a szerepiik a
gyogyitasban, illetve a megeldzésben is. A gyakorld orvos rendszeresen dsszeveti
a beteg vizsgdlata sordn nyert tiinetcsoportot a tanult ,idealis” betegségtipusok
jellemzdivel, illetve sajat korabbi tapasztalataival. Dontéseinek meghozatala eldtt
bizonyossagot szeretne. Ehelyett azonban csak a kisebb vagy nagyobb bizonyta-
lansag jut osztalyrészéiil. Ennek az az oka, hogy ismereteink sohasem teljes korii-
ek, igy mindig lesznek olyan koriilmények, amelyeket nem tudunk (vagy nem
akarunk) figyelembe venni.

Igy a leendd orvosok szaméra a statisztika és informatika legfobb célja talan
éppen az, hogy mennyiségileg is jellemezheté mdédon adjon irdnymutatast arra
nézve, hogy a korilottiink levo vilagban két vagy tébb dolog mennyire hasonlit,
mennyire felel meg egymdsnak, illetve mennyire kiilonbézik egymastol (1. pél-
da).

E két egymassal szorosan Osszefliggd tudomanyag legfontosabb alapfogalmai
az adatok és a jelek. A statisztika els0sorban az adatokkal, az informatika elsdsor-
ban a jelekkel foglalkoz¢ tertilet.

Az adatok valakinek, vagy valaminek a megismeréséhez, jellemzéséhez hozza-
segitd tények, a kornyezé vilag mindségi és mennyiségi jellemzoi. A hasonldsa-
gokat illetve kiilonbozdségeket a rendelkezésiinkre allo adatok alapjan allapithat-
juk meg. A jelek az adatok kozvetit6i; az adatok megismerésére, leirasara, k6zzé-
tételére, bemutatasara, tovabbitasara szolgalnak.

1.1. Statisztika, statisztikus torvényszeriiség

Maga a sz6 tobb jelentéssel bir. A tudomanyteriilet megnevezésére vonatkozo
értelmét a latin eredetre visszanyulva a ,status” szobol fejthetjiik meg. A status
eredeti jelentése: allapot. Ennek megismeréséhez sziikségesek az adatok. Az alla-
pot, illetve annak jellemz6i azonban térben és id6ben valtozhatnak. A ,status
idem” gyakori megallapitas épp a beteg allapotanak valtozatlansagara utal6 kifeje-
z¢s az orvosi gyakorlatban.

Mindennapi életiinkben leggyakrabban eléforduld adatok példaul a személyi
adataink: neviink, sziiletési helyiink, sziiletésiink idépontja; vagy akérmilyen bolt-
ban az arucikkek neve, az arucikkek ara; de egészségi allapotunkkal kapcsolatban
is mondhatunk példat: arcunk sapadtsaga, vérnyomasunk, hémérsékletiink, de
akarmilyen laboratoriumi diagnosztikai vizsgalat eredménye is adat.

Két dolog egyes adatainak teljes egyez6ségére rengeteg szavunk van: ugyanek-
kora, ugyanakkora, ugyanennyi, ugyanannyi, ugyanilyen, ugyanolyan stb., de tel-
jes egyezOség valojaban csak specialis esetekben fordulhat eld.

Léteznek példaul azonos nevii emberek, ennek igazolasara csak ki kell nyitnunk
egy telefonkonyvet, amelyben biztosan talalunk erre példat. Ugyanakkor gyakran
mondjék, hogy ,,olyan, mint két tojas”, ami kdznapi értelemben azt jelenti, hogy a
két dolog ,tokéletesen egyforma”, pedig tudjuk, hogy valdjaban nem létezik két
tokéletesen egyforma” tojas (2. példa).

Egyszertiisitve az el6z6 példat, tojas helyett vegyiink két pingponglabdat, és
fontoljuk meg, hogy mennyire egyformak, mennyire hasonlitanak egymashoz,
illetve az absztrakt ,,elméleti” labdahoz. Az eldiras szerint a versenyeken engedé-
lyezett ,,elméleti” labda gomb alaku, 38 mm atmérdjli, matt fehér szinii (a marka-
jelzésektdl most tekintsiink el) és 2,5 g tomegl. Minden ,,gyakorlati” labda igyek-
szik kovetni ezeket az adatokat, de hogy valdjaban milyenre sikeriilt, csak megfi-
gyelésekkel, mérésekkel allapithatjuk meg (3. példa).

Itt rogton egy nagyon fontos észrevételt kell tenniink. Meg kell ugyanis kiilon-
boztetniink a ,,valésagot” a modelljétdl, illetve a matematikai modelljét6l. Minden-



2. példa
Mennyire egyformak a tojasok?

3. példa
Egy ,,valosagos”, ,,gyakorlati” pingponglabda.

ki tisztaban van a Fold, egy f6ldgdmb és a geometriai értelemben vett gdmb viszo-
nyaval. A Fold sok szempontbdl hasonlit azokra a f61dgémbokre, melyek a térkép-
boltokban kaphatok, ezért ezek a f6ldgombok mind modelljei a Foldnek. A mate-
matikai gdmb csak absztrakcid, a valosagban nem létezik, mégis jol hasznalhato a
Fold vagy akar a pingponglabda modellezésére. Egy matematikai objektum akkor
tekintheté egy valosagos dolog matematikai modelljének, ha azokbol a szempon-
tokbdl, amelyek benniinket érdekelnek, hasonlitanak egymasra. (Az, hogy egy
modell jo-e, vagy hogy tobb modell koziil melyiket hasznaljuk, tapasztalatokon
alapuld szubjektiv dontésen mulik. Pusztan matematikai okoskodassal nem lehet
,bebizonyitani”, hogy az egyik modell jobb, mint a masik.)

A ,,valésag” leirdasahoz tehat sok esetben modelleket hasznalunk. A termé-
szettudomanyok torvényei is mind-mind modellekre vonatkoznak, és nem a
»valosdgra”. Gondoljunk csak olyan fogalmakra, mint a ,merev test”, a
»tomegpont” vagy az ,,idealis gaz”. Mivel a statisztikus torvényszertiségek mate-
matikai modelljeit a valoszinliségszamitas szolgaltatja, ezért errdl is szot kell ejte-
niink.

Kezdjiik harom, a valdsziniiségszamitas korében hasznalt alapfogalommal:

Jelenség: minden, ami lényegében azonos feltételek mellett megismétlodhet,
amivel kapcsolatban megfigyeléseket lehet végezni, lehet vele , kisérletezni”.

Megfigyelés, ,kisérlet”: az a tevékenység, amikor el6észor megadjuk, hogy a
Jjelenséggel kapcsolatban mire vagyunk kivdancsiak, illetve hogy azt hogyan érzé-
keljik vagy hogyan mérjiikk, majd erre vonatkozdan adatokat szerziink. Egy-egy
ilyen adat a megfigyelés eredménye vagy a kisérlet kimenetele.

Esemény: a kapott adatokra, kimenetelekre vonatkozo dllitas, amelyrdl eldont-
hetd, hogy bekovetkezett-e vagy sem (4. tablazat).

példak
Jelenség orvosi pénzfeldobas | varakozas pénzfeldobas
vizsgalat 1) a buszra 2)
Megfigyelés a beteg az érme a varakozok | az érme melyik
bérének szine | repiilési ideje szama oldalara esik
Esemény sarga vagy 0,5és1,5s tiz fej
piros kozott van

4. tablazat
Néhany példa a fogalmak tisztazasa érdekében.

Gyakran eléfordul, hogy egy jelenséggel kapcsolatosan mar néhany megfigye-
lés utan valamilyen torvényszeriséget fedezlink fel. A lampa elalszik, ha lekap-
csoljék, a cukor feloldodik a forrd teaban. Az ilyen torvényszeriiségeket determi-
nisztikus torvényszeriiségeknek szokas nevezni, hiszen a jelenség koriilményei
meghatarozzak, determinaljak a megfigyelés eredményét. Na, de milyen az a tor-
vényszerliség, amelyik nem determinisztikus. Azt gondolhatnank, hogy a térvény-
szerliség éppen azért torvényszerliség, mert determinisztikus.

Ha munkéba menet a buszra varakozok szamat figyeljiik, és mondjuk harom
egymas utani napon 8-an, 18-an, illetve 13-an varakoztak, ebbdl kiilondsebb tor-
vényszerliséget még nem vonhatunk le. De, ha példaul egy honapon keresztiil egy-
szer sem fordul el6, hogy a zsufoltsag miatt lemaradunk, akkor azt mondhatjuk,
hogy ez a jarat nem zsufolt, batran ajanlhatjuk a munkaba igyekvéknek. Ebbdl
persze nem kovetkezik az, hogy a tovabbiakban mar sohasem maradunk le rola.
Ilyen az tigynevezett statisztikus torvényszertiség. Szembeting és lényeges jellem-
z6je, hogy csupan néhany megfigyelés alapjan nem jut érvényre.

Ha ezek utan jobban szemiigyre vesszilk a determinisztikusnak mondott tor-
vényszerliségeket, akkor ott is megfigyelhetiink ehhez hasonlokat. Vegyiik példaul
azt az esetet, amikor egy céltablara 16viink. A megfeleld fizikai tdrvények alapjan
egyértelmilen meg tudjuk mondani, hogy hova érkezik a 16vedék, ha ismerjiik a
16vés koriilményeit. A helyzet azonban az, hogy nem tudunk minden kériilményt
szdmba venni. Igy a kimenetel sem egyértelmii, és emiatt az eredetileg determi-
nisztikusnak vélt torvényszeriiség ,,statisztikussa valik”.
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5 abra

A baktérium kolonia szaporodasa elméletben, a
megfelelé matematikai modell szerint (kék gorbe)
és gyakorlatban, a mérések alapjan (piros szimbo-
lumok).

1. adatgylijtés o
2. az adatok atte- l?lro,k
kinthetové tétele | Statisztika
3. elemzés induktiv
4, kovetkeztetés statisztika
6. tablazat

A statisztikai tevékenység legfontosabb 1épései és
két 6 csoportja.

7. megjegyzés

Az induktiv gondolkodas lényege az, hogy
egyes adatokbol kovetkeztetiink altalanos tor-
vényszeriségekre. Az induktiv gondolkodas
révén alapvetden 1j tudas keletkezhet, de az igy
nyert tudds igazsaga nem mindig bizonyithato,
sok esetben csak valoszinisithetd. (Lasd példaul
a baktérium kolonia szaporodasat és annak
matematikai modelljét.)

A matematikai feladatok megoldasanal is gyak-
ran alkalmazzuk a logikai kovetkeztetésnek ezt a
formajat, példaul, amikor szamsorozatoknal ki
kell kovetkeztetni azt az altalanos szabalyt, ami
szerint a sorozat felépiil. Példaul a Fibonacci—
szamok (F,=0,1,1,2,3,5,8,13,...) esetén az
altalanos szabaly:

0, han=0
E =11, ha n=1
F_ +F _, han>l1

n—1 n-2»s

Annak érdekében, hogy a problémat még jobban érzékeljiik, kdvessiik nyomon
egy baktérium koldnia szaporodasat. E16szor tekintsiik azt a matematikai modellt,
amelyet a jelenség determinisztikus leirdsara szokés hasznalni. Amennyiben N, a
baktériumok szama a vizsgalat kezdetén (¢ = 0 idépontban), akkor egy késébbi
t idépontban N(f), amit az

N(f)=N,27" )

figgvénnyel adhatunk meg, ahol 7 a duplazddasi id6, ennyi id6 alatt kétszerezddik
meg a baktérium populacié egyedszdma. Ha ugyanis ¢ éppen 7-vel egyenld, akkor
a kitevd 1, tehat N(T) = 2N,

Vegylink egy konkrét esetet, legyen Ny = 10 millié és T = 20 perc. Ekkor a 5.
abran a kék gorbe mutatja az N(¢) fliggvényt, a piros szimbolumok pedig egy kép-
zeletbeli mérési sorozat eredményeit. Lathatjuk, hogy a méréskor a ,,valtozasok”
statisztikus és determinisztikus része egyiitt van jelen: kisebb ingadozasok mel-
lett ,.kvazi monoton” a ndvekedés, de ezek szétvalasztasa nem egyértelml. A kér-
dést itt is ugy lehet feltenni: mennyire hasonlit a két reprezentacié egymasra, vagy
mennyire felel meg a matematikai modell a mérési eredményeknek.

A forditott példat kovetve a feldobott pénzérmét sem a ,,vak véletlen” vezérli,
amikor egyik vagy masik oldalara esik. Egyszertien arrél van szo6, hogy nem is-
merjiik kelld pontossaggal azokat az adatokat, amelyek egyértelmiien meghataroz-
nak a pénzérme végso allapotat, nevezetesen azt, hogy a dobas ,.eredménye” fej
vagy irds. Mivel nem tudunk minden koriilményt figyelembe venni, ezért nem
tudunk egyértelmi valaszt sem adni, tehat csak azt mondhatjuk, hogy a jelenség
véletlenszerii, ahol a ,,véletlen” sz6 csak ismereteink hianyat fejezi ki.

2.0. Leiro és induktiv statisztika

Els6 kozelitésben a statisztikai tevékenységet négy csoportba sorolhatjuk, bar
ezek kozott nincs éles hatar: adatgytijtés, az adatok attekinthetové tétele, az
adatok elemzése, valamint a kovetkeztetések levonasa az adatok alapjan (6. tabla-
zat). Az elsO kett a leird statisztika korébe tartozik, ahol az adatrendszerekkel
kapcsolatban olyan fogalmakat ismeriink meg, melyek statisztikus torvényszeriisé-
gek feltételezése nélkiil is értelmezhetok. Ennek ellenére célszeri ezeket a fogal-
makat a nekik megfeleld valdszinliségszamitasi fogalmakkal egyiitt bevezetni. A
masik ketté az induktiv statisztika korébe tartozik, ahol a valdsziniiségszamitdsi
alapok nélkiilozhetetlen kellékek (7. megjegyzés).

Normalis esetben adatokat csak valamilyen cél érdekében gytjtiink. Példaul,
azért kérdezziik meg valakinek a telefonszamat, hogy késobb fel tudjuk hivni.
Nem szerencsés az a hozzaallas, hogy gytjtsiink adatokat, majd csak jo lesz vala-
mire, ¢és utdlag probalunk célokat kitalalni. Nagyobb szamban adatokat akkor
gyljtiink, ha azt reméljiik, hogy ezek segitségével valamilyen kordbban feltett kér-
désiinkre feleletet kapunk. Az adatok egy része ismert, csak meg kell kérdezni
valakit6l, masik részét meg kell mérni valahogy, de lehet, hogy csak meg kell fi-
gyelni valamit, és ezaltal juthatunk hozzajuk. Az adatgyiijtés kérdésére, fontossaga
miatt, a késObbiek soran még visszatériink (13.0. rész).

2.1. Az adatok attekinthetové tétele, gyakorisag

Az dsszegylijtott, de rendezetlen adatok 6nmagukban sok esetben teljesen hasznal-
hatatlanok. A mindennapi életben is gyakran eléfordul, hogy egy probléma kap-
csan viszonylag sok adat all rendelkezésiinkre. Ilyen esetekben sziikséges, hogy az
adatokrdl valamilyen attekintésiink legyen.

A 8. tablazat a Budapesten, 2000 oktdberében bejelentett fert6z6 megbetegedé-
sek Osszesitését mutatja. A tablazat elsd szamoszlopaban lathaté szamok (94, 102
stb.) azt mutatjdk, hogy az egyes betegségtipusokbol (salmonellosis, scarlatina
stb.) hanyat észleltek az adott idészakban. Ezeket a szamokat abszolut gyakorisa-
goknak nevezziik. A kovetkezd oszlopban a részdsszegek (208, 126, 2) szerepel-
nek, tehat az, hogy az észlelt betegségek koziil hany volt bakterialis, virusos, vagy
egyéb eredetll. Ezek szintén abszolut gyakorisagok.

Ha az abszolut gyakorisagokat elosztjuk az adott teriileten, adott id6szakban
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9. abra

Oszlop diagram. Abszolut gyakorisagok a beteg-
ségek fliggvényében.

lyssa

egyéb
virusos
eredeti

hepatitis
infectiosa

mononucleosis
infectiosa

10. dbra
Torta diagram. Relativ gyakorisagok a virusos
eredetli fert6z6 betegségek megoszlasarol.

salmonellosis,
scarlatina,
egyéb bakterilis

egyéb fert6zd

eredetl A
betegségek betegségek
(8) D)

hepatitis infectiosa,
mononucleosis infectiosa,
lyssa,
egyéb virusos
eredetl betegségek

11. dbra

A 7. tablazatban szerepld fert6z6 betegségek mint
részhalmazok.(Itt az altalanos elem, vagyis a
valtoz6 maga a betegség.)

KOROKOZO BETEGSEG abszolit |  relativ feltételes
gyakorisag| gyakorisig relati.v
gyakorisag
salmonellosis
(szalmonella fert6zés) 94 0,280 0,452
baktérium  [scarlatina (skarlt) 102 | 208 0,303]0,619]0,490 |1,000
egyéb bakterialis eredetli | 12 0,036 0,058
hepatitis infectiosa
(fert6z6 majgyulladas) 22 0,065 0,175
virus mononucleosis infectiosa 126 0,375 1,000
(mirigylaz) 22 0,065 0,175
lyssa (veszettség) 74 0,220 0,587
egyéb virusos eredetii 8 0,025 0,063
egyéb egyéb fert6zo betegségek | 2 2 ]0,006]0,006{1,000 [1,000
Osszesen: 336 | 336 |1,000(1,000
8. tablazat

Osszesités a fertdz6 megbetegedésekrol.

el6forduld 6sszes fert6zo betegség szadmaval (336), akkor megkapjuk a viszonyla-
gos értekeket, a relativ gyakorisagokat. Ezek mindig 0 és 1 kdz¢ es6 szamok, és a
tablazat kovetkezo két oszlopa tartalmazza Oket, de %-ban is kifejezheték. A rela-
tiv gyakorisag, értelmezésébol kifolydlag, egy hanyados. Ezért nem csak azt kell
tisztazni, hogy minek a relativ gyakorisagarol beszéliink, hanem azt is, hogy
mihez viszonyitunk.

Ha példaul arra vagyunk kivancsiak, hogy a bakterialis eredetii betegségeken
beliil milyen gyakori a szalmonella fert6zés, akkor a szalmonella fertézések sza-
mat (94) az Osszes bakterialis eredetii betegség szamaval (208) kell elosztani. Az
igy kapott hanyados (0,452) is relativ gyakorisag, de most nem az Gsszes fert6zo
betegséghez (336), hanem csak a bakterialis eredetli betegségekhez (208) viszonyi-
tottunk. Ez a feltételes relativ gyakorisag, ahol a ,,feltétel” azt jelenti, hogy az 6sz-
szes fert6z06 betegség helyett csak a bakterialis eredetii betegségek kozott vizsgald-
dunk. A ,feltételes” sz6 mindig arra utal, hogy szitkebb Osszességhez viszonyi-
tunk, esetlinkben: ,,feltéve, hogy” a betegségek bakterialis eredetiiek.

Az abszolut és relativ gyakorisdgok abrazoldsara sok lehetdség kinalkozik. Ezek
koziil mutatunk be kettét a 9. és 10. dbran.

2.2. Halmazok és események

A 8. tablazatban rendszereztiik, csoportositottuk a megbetegedéseket, de gy is
mondhatjuk, hogy kiilonb6z6 halmazokat adtunk meg. A halmaz tetszéleges ter-
mészetli dolgoknak valamilyen médon egyértelmiien jellemzett Gsszessége. A
halmazhoz tartozé dolgok a halmaz elemei. Valamely halmaz &ltalanos elemét
gyakran valtozonak nevezik. Legegyszeriibben ugy képzelhetjiik el a halmazokat,
hogy azok ,,absztrakt zsdkok”, amelyeket akkor ismeriink, ha tudjuk, hogy mi van
benniik. A legfontosabb éppen az, hogy el tudjuk donteni valamirél, hogy az
eleme vagy nem eleme az adott halmaznak, azaz benne van a ,,zsakban” vagy
nincs benne.

A 11. abran ellipszis alaku teriiletek az ,,absztrakt zsadkok™”. A nagy ellipszis
szemlélteti az Osszes fert6zo betegséget (jeloljik ezt a halmazt 4-val), ezen beliil a
vilagoskék teriilet mutatja a bakterialis eredetii betegségek részhalmazat (B), a
vilagossarga teriilet mutatja a virusos eredetli betegségek részhalmazat (C), a ma-
radék sziirke teriilet pedig az egyéb fert6z6 betegségek részhalmazat (D). Ha egye-
sitjik a B, C, D halmazokat, megkapjuk 4-t. A matematikaban szokasos jeldléssel:

BuUCuUD=A4, 2
ahol az U jel unidt, egyesitést jelent.

Azt, hogy a B és C halmazoknak nincs kozos résziik (egy virusos betegség nem
lehet egyben bakterialis eredetii is), masként mondva a halmazok diszjunktak, azaz
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példa
Jelenség orvosi vizsgalat
Megfigyelés a fert6z0 betegség
eredete
Esemény (C) virusos eredeti

12. tablazat

A virusos eredetii megbetegedés, mint esemény.

Mintafeladat

kozos résziik a tires halmaz, a kdvetkezdképpen jeldljiik:
BNnC=0, 3)
ahol a N szimbdlum a kozds rész vagy metszet, a @ pedig az iires halmaz jele.

Ures halmaznak nevezziik azt az ,,absztrakt zsakot”, amelyik iires, tehat nincs ele-
me.

A 10. abrén feltiintetett B, C, D részhalmazok a valdszinliségszamitas fogalom-
korével is leirhatok. Igy, ha az orvos virusos eredetii megbetegedést észlel az orvo-
si vizsgalat soran, akkor azt is mondhatjuk, hogy a C esemény bekdvetkezett (12.
tablazat). Ennek megfelelden, az eseményekhez is hozzarendelhet6k gyakorisagok,
illetve relativ gyakorisagok. A 8. tablazat adatai szerint a C esemény bekovetkezé-
sének gyakorisaga 126, relativ gyakorisaga 0,375. Illy médon a halmazok és az
események megfeleltethet6k egymasnak.

2.3. Osszegzési és szorzasi szabaly

Egyetemiinkon a tavalyi vizsgakon az elégtelen osztalyzatok relativ gyakorisaga 0,15, a sikeres vizsgak kozott a jelesek rela-
tiv gyakorisaga 0,2 volt. Az dsszes vizsgajegy kdzott mennyi volt a jeles relativ gyakorisaga?

Megoldas: A feladat szovege szerint a 0,15 relativ gyakorisag, a 0,2 feltételes relativ gyakorisag, hiszen itt csak egy sziikebb
Osszességen beliil, nevezetesen a sikeresen vizsgazok kozott vizsgalodunk. Ez a sziikebb 0sszesség a vizsgazok 85%-a, ugya-
nis 15% megbukott. A kérdés tehat az, hogy a 85%-nak a 20%-a az eredetinek hanyad rész. 0,85-nek az egy6tode (20%-a)
0,17. Tehat az 6sszes vizsgajegy kozott 0,17 volt a jeles relativ gyakorisaga (13. példa).

A mintafeladat megoldasa két fontos szabalyon alapszik:

0,15 0,85

elégtelenck szama sikeres vizsgak szdma _ |

Osszes hallgato szama  Gsszes hallgatd szama

'
0,2 0,85 0,17
jelesek szama . SW _ jelesek szama
Wa Osszes hallgatd szama ~ sszes hallgaté szdma

13. példa
Példa az Osszegzési és szorzasi szabalyra a mintafeladat alapjan.

1. Osszegzési szabaly:
a. Az abszolut gyakorisagok mindig &sszeadhatok.

b. A relativ gyakorisagok is 0sszeadhatok abban az esetben, ha ugyanahhoz az
Osszességhez viszonyitjuk Oket. (K6zos nevezd!)

2. Szorzasi szabaly:

Egy feltételes relativ gyakorisag és egy (feltétel nélkiili) relativ gyakorisag 6sz-
szeszorozhatod, amennyiben a fentiek szerint tudunk egyszertsiteni (lasd 13. pél-
da). Ez a fajta szorzas akar tobb tényezdre is alkalmazhato.

3.0. Tobbszori megfigyelés, ,kisérletsorozat”, valosziniiség

Amikor egy jelenséget egymas utan tobbszor, mondjuk n-szer megfigyeliink — a
megfigyelést meghatdroz6 koriilmények lényegi megvaltoztatasa nélkiil — , akkor
azt is mondhatjuk, hogy »n hosszusagl ,kisérletsorozatot” hajtunk végre. Példaul,
ha 50-szer dobunk egy dobdkockaval, és az minden alkalommal megall az aszta-
lon, mutatva a dobas eredményét (mondjuk, ezzel a feltétellel hatarozzuk meg a
megfigyelést), akkor ez egy 50 hossziisagu ,kisérletsorozat”. Megmaradva ennél a
példanal vizsgaljuk meg a 6-os dobas eseményét. Végezzik el a
,»Kisérletsorozatot” ugy, hogy minden egyes dobas utan szamitsuk ki az esemény
relativ gyakorisagat az addig végrehajtott kisérletekb6l. Ha n a ,kisérletsorozat”
aktualis hosszusaga és k a kedvezd kimenetelek, azaz a 6-os dobasok szama
(masként mondva az esemény bekodvetkezésének abszolut gyakorisaga), akkor a
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14. abra
A 6-0s dobas eseményének relativ gyakorisagai 3
,Kisérletsorozatban”.

15. megjegyzés

A relativ gyakorisagokra vonatkozo nagy sza-
mok torvénye statisztikus torvény. Hidba ismer-
jik egy esemény valosziniiségét, nem lehet elére
megjosolni, hogy egy ,kisérlet” soran az ese-
mény bekovetkezik-e vagy sem. A valdszinliség
ismerete csupan arrdl ad felvilagositast, hogy
nagy szamu ,kisérlet” esetén milyen aranyban
kovetkezik be az esemény.
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16. példa
Példak eseménytérre egy 100 Ft-os és egy 200 Ft-
os érme egyidejii feldobasaval kapcsolatban.

szoban forgo ,kisérletsorozatban” a nﬁ hanyados az esemény relativ gyakorisaga.
A 14. abran 3 ilyen 50-es sorozat eredménye lathato.

Tapasztalati tény, hogy a relativ gyakorisagok ilyen sorozatai — bar ingadozaso-
kat mindig mutatnak — a ,kisérletsorozat” hosszanak novekedtével egyre inkabb
stabilizalodnak valamilyen érték koriil, tovabba ez az érték az aktualis ,kisérlet-
sorozattol” fliggetleniil 1ényegében ugyanakkora. A relativ gyakorisagoknak ezt a
szabalyszerliségét a nagy szamok (relativ gyakorisdgokra vonatkozo) tapasztala-
ti torvényének szoktak hivni, melyet logikai iiton bizonyitani nem lehet.

Ennek alapjan az eseményhez egy szamértéket rendelhetiink, amely az esemény
jellemzdje: ha a vizsgalt jelenségre vonatkozo hosszu , kisérletsorozatot” végziink,
akkor a kimeneteleknek koriilbeliil ennyied részében kovetkezik be az esemény.
Ezt a szamértéket az esemény valoszinliségének nevezziik (15. megjegyzés).

3.1. Eseménytér

Ha egy jelenség megfigyelésének eredményét a koriilmények nem hatdrozzak
meg egyértelmiien, mint ahogy az legtobbszor lenni szokott, akkor kézenfekvd
legalabb elvileg megragadni a megfigyelés Osszes lehetséges kimenetelét. Ha
ezeket mind beletessziik egy ,,absztrakt zsakba”, ezzel megadunk egy halmazt az
eseményteret. Ha példaul a jelenség egy kor alaku céltablara torténd 16vés és a
talalatok helyét figyeljiik meg, akkor az eseménytér egy korlap, és a kimenetelek a
korlap matematikai értelemben vett pontjai, tehat az (x,y) szamparok.

Ha egy 100 Ft-os és egy 200 Ft-os érmét egyszerre feldobva megfigyelhetjiik,
hogy az érméknek melyik oldala lesz feliil, akkor négyféle kimenetel lehetséges:
FF, FL, IF, II (16. példa). Ebben az esetben az eseménytér az alabbi négyelemil
halmaz:

S, = {FE,FLIF 11} _ @)

Ha ugyanezzel a jelenséggel kapcsolatban csak a dobott fejek szamat figyeljiik
meg, akkor az eseménytér az alabbi haromelem halmaz:

S, ={2K,1F,0F} (5)

3.2. Kapcsolatok események kozott

Eldljaroban fontos hangsulyoznunk, hogy eseménynek tekintjiik a biztos ese-
ményt, ami mindig bekdvetkezik, és a lehetetlen eseményt is, ami sohasem. A koc-
kadobassal kapcsolatban egy biztos esemény: ,,7-nél kisebbet dobunk™; egy lehe-
tetlen pedig: ,,9-nél nagyobbat dobunk”. Megjegyezziik még, hogy a ,hatost do-
bunk” esemény ellentettje a ,,nem hatost dobunk” esemény.

Korabban megmutattuk, hogy az események ¢és a halmazok megfeleltethetok
egymasnak, igy az eseményeket legegyszeriibben halmazokkal szemléltethetjiik.

Legyen egy dobozban 10 piros, 10 fehér és 10 zold golyd. A jelenség alljon
abbol, hogy kivesziink két golydt a dobozbol. Szinesnek nevezziik a piros és a zold
golydkat. (A fehér ebben a ,kisérletben” a nem szines.) Tekintsiik az alabbi két
eseményt:

A esemény: ,az egyik piros, és a masik is szines”;
B esemény: ,,az egyik z0ld, és a masik is szines”.
Az 4 eseményt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy ,,vagy két piros vagy egy piros

és egy z0ld golyot vesziink ki”, azaz a huzas eredménye: PP vagy PZ (sorrendre
valo tekintet nélkiil, azaz PZ=ZP). Tehat az 4 halmazban ezt a két elemet talaljuk:

A={PP, PZ} (6)

Hasonloképpen a B esemény akkor kovetkezik be, ha a hizas eredménye: ZZ
vagy ZP, (de ZP=PZ itt is igaz), igy:

B={7Z,7P} (7)
A és B esemény egyesitése, unidja:
AUB={PP,PZ=ZP, 77} (8)

azaz ,,mindkettd szines”; 4 és B esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik.



17. megjegyzés

Az egyesités, illetve unio kifejezések helyett
gyakran az Osszeget (4 + B) = (4 vagy B); a
kozos rész, illetve metszet helyett pedig a szor-
zatot (AB) = (4 * B) = (A és B) hasznaljuk.
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19. abra

A halmazok diagramokkal torténé szemléltetése
lehet6séget ad az események és a veliik kapcsola-
tos miiveletek bemutatasara.

A és B esemény koz0s része, metszete:
AN B={PZ=7P} )

azaz ,egyik piros, masik zold”; 4 esemény és B esemény is bekovetkezik
(17. megjegyzés).

A és B esemény kiilonbsége:
A \B={PP} (10)
azaz ,,mindkett6 piros”. (Tovabba B\ 4 = {ZZ}, azaz ,,mindkett6 z61d”.)

Azt mondjuk, hogy egy esemény maga utan von egy masik eseményt, ha az
eredeti eseménynek a bekdvetkezése csak ugy képzelhetd el, hogy a masik ese-
mény is bekovetkezik. Példaul az ,,egyik piros, masik z6ld” esemény maga utan
vonja a ,,mindkett0 szines” eseményt.

Két eseményt egymast kizaré eseményeknek neveziink, ha egyidejli bekovetke-
zésiik lehetetlen. Ha tobb egymast kolcsondsen kizard esemény koziil egy mindig
bekdvetkezik, akkor azt mondjuk, hogy az események teljes eseményrendszert
alkotnak, ami egyben azt is jelenti, hogy egyesitésiik a biztos esemény. Az elébbi
példa esetében az alabbi négy esemény teljes eseményrendszert alkot:

»~mindkettd szines” {PP, PZ=ZP, 27}
,»egyik piros, masik fehér” {PF=FP}

,»egyik zold, masik fehér” {ZF=FZ}
,mindkettd fehér” {FF}

A 18. tablazatban az eseményekkel és halmazokkal kapcsolatos fogalmak 6sz-
szevetése lathatd, amit a 19. abran diagramokkal is szemléltetiink.

1 biztos esemény eseménytér halmaza S

2 | lehetetlen esemény tires halmaz 1G]

3 esemény eseménytér részhalmaza A, B, C D

4 | esemény ellentettje halmaz komplementere 4

5 események egyesitése halmazok unidja AUB

6 | események kozos része | halmazok metszete ANB

7 események kiilonbsége | halmazok kiilonbsége A\B

8 egyik esemény maga egyik halmaz (4) része AcC
utdn vonja a masikat a masiknak
(ha 4 bekovetkezik, akkor C is)

9 | egymast kizar6 diszjunkt halmazok AND=0
események

18. tablazat
Az eseményekkel és halmazokkal kapcsolatos fogalmak osszevetése.

3.3. A relativ gyakorisag és a valosziniiség alaptulajdonsagai

Mivel a relativ gyakorisagot és a valdszintiséget a nagy szamok torvénye Ossze-
kapcsolja, ezért az alabbi tulajdonsagok mindkettdre érvényesek.

1. Egy esemény relativ gyakorisaga nem lehet 0-nal kisebb vagy 1-nél nagyobb.
2. A biztos esemény relativ gyakorisaga mindig 1, a lehetetlen eseményé pedig 0.

3. Egymast kizaro események egyesitésének relativ gyakorisaga az egyes esemé-
nyek kiilon-kiilon vett relativ gyakorisagainak az dsszege.

A 18. tablazat jeldléseit hasznalva, tovabba, ha az 4 esemény valoszinliségét (az
angol probability elsd betiijét hasznalva) P(A4)-val jeloljiik, akkor:

1. 0<PA)<1
2. a) P(S)=1, b) P(D) =0 (Kolmogorov axiémak)
3. P(AUB)=P(A)+P(B), ha AnB=0



21. abra

Szabad (a) és osszekotott (b) dobokockak.
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22. abra

1000 dobas eredménye (1000 hosszisagu kisérlet-
sorozat abszolut gyakorisagai) szabad (a) és 0ssze-

kotott (b) dobokockak esetében.

3.4. Tovabbi skalak az esély mértékének megadasara

Egy esemény bekiévetkezésének esélyét a valosziniiség a 0 és 1 kozotti valos
szamok skalajan fejezi ki. Bar ez a leggyakrabban hasznalt jellemzd, vannak ugya-
nerre a célra alkalmas egyéb mérészamok is.

Az esélyértéket fogadasoknal szoktdk hasznalni és azt fejezi ki, hogy a tét hany-
szorosa legyen a nyeremény. Egy esemény esélyértékét ugy fogalmazhatjuk meg,
hogy ,,hdanyszor akkora a valésziniisége annak, hogy az esemény bekovetke-
zik, mint annak, hogy nem kovetkezik be”. Példaul, ha egy esemény bekdvetke-
zésének valoszintisége 0,75, akkor az esélyérték 0,75/0,25 = 3 (harom az egyhez).
Lathat6, hogy 0,5-nél nagyobb valosziniiség esélyértéke 1-nél nagyobb szam. Al-
talanosan, ha (az angol ,,0dds” elsé betlijét hasznalva) O-val jeléljitk az esélyérté-
ket , akkor

P
o 1P (11)

Ez a transzformacio tehat a 0 és 1 kozotti valos szamokat a 0 és oo kdzotti valds
szamokra képezi le. Amennyiben az esélyértékek logaritmusat vessziik, akkor a
skala a —oo és +oo kozotti valds szamok tartomanyara terjeszthetd ki: L = In O,
(angolul ,,logit”). Ezt a skalat azonban elég ritkan alkalmazzak (20. &bra).

-0 <« » +00

W

1 0 05 1 2 3 4

20. dbra
Az esély tovabbi mérészamai, skalai. P: valosziniiség; O: esélyérték; L: az esélyérték logaritmusa.

4.0. Osszetett megfigyelés, fiiggetlenség

Képzeljiik el azt a jelenséget, amikor egy dobokockat és 6 darab 100 forintos
pénzérmét egyszerre feldobunk. A jelenségben azt figyeljiikk meg, hogy hanyast
dobtunk a kockaval, illetve, hogy hany érmén jott ki fej. A megfigyelés eredménye
egy szampar, példaul (4,5). A jelenség 1ényegében valtozatlan marad, ha a kockat
elébb dobjuk fel és az érméket csak utana. Ilyenkor a kockadobas eredményét
elébb tudjuk meg, mint a fejek szamat, ezért nevezziik Oket ,.elsdédleges”, illetve
»masodlagos” megfigyelésnek. Ennél a megfigyelésnél akarmi is az elsddleges
megfigyelés eredménye, az a masodlagos megfigyelés eredményét nem befolya-
solja. Ha azonban ugy jarunk el, hogy csak annyi érmét dobunk fel, amennyi a
kockadobés eredménye, akkor ez megszabja, hogy a hat lehetséges masodlagos
jelenség koziil melyiket hajtsuk végre.

Altalanosan azt mondhatjuk, hogy az elsddleges és a végrehajtott masodlagos
jelenség megfigyelésével Osszetett megfigyelést végziink. A fenti példa alapjan
nem nehéz elképzelni, hogy tobbszordsen Osszetett jelenségek és megfigyelések is
eléfordulhatnak.

A kovetkezd példaval elészor a fliggetlenség altalanos fogalmat szeretnénk tisz-
tazni. Dobjunk fel két dobokockat (egy fehéret és egy feketét), és olvassuk le a
dobott értékeket. Ennek a megfigyelésnek az eredményeként egy szampar adodik.
A 21a abran ez épp a (3,2) szampar. Természetesen az is egy megfigyelés, ha az
egyik kockéaval nem torédve csak a fehér (3), vagy csak a fekete (2) kocka értékét
olvassuk le. Nevezziik ezeket rendre ,,fehér”, illetve ,.fekete” megfigyelésnek. Eb-
ben az esetben eléggé kézenfekvd azt gondolni, hogy a fehér és a fekete megfigye-
léseknek bizonyos értelemben semmi koziik egymashoz, tehat fiiggetlenek.

Ha azonban a két kockat a 21b abra szerint a testatlojuk mentén atfurjuk és vé-
kony cérnaszalakkal 6sszekotjiik, akkor a két kockanak és ezaltal a fehér és a feke-
te megfigyeléseknek is lesz koziik egymashoz. Ez példaul abban mutatkozik meg,
hogy egy hosszabb kisérletsorozat soran megfigyelt abszolit gyakorisagok meg-
valtoznak a szabad kockakon végzett megfigyelésekhez képest (22. 4bra). Ugy
tiinik, ha a fehér kockan az 1, 2, 3 szamok valamelyike van feliil, akkor a fekete
kockan is inkabb az 1, 2, 3 szamok valamelyike keriil feliilre. Hasonloképpen, ha a
fehér kockan a 4 az 5 vagy a 6 szamok jonnek ki, akkor a fekete kockan is ezek

9



A patakban két gyermek fiirdik: egy
de 6k ezt nem tudjak: a lEalig hétes:
Az erd6bign jartak, patakra talaltak. A
Elészor -= a labukat martogattak b

23. abra

Egy magyar nyelven irt szovegbdl ,,rabokéssel”
kivalasztott betl (x), illetve a mellette 1év6 (piros
keret), és az alatta 1évo (kék keret).

10

lesznek gyakrabban feliil. Ez az eredmény azzal magyarazhato, hogy az 6sszekoté-
sek a fehér és a fekete kocka esetében is az 1, 2, 3, illetve a 4, 5, 6 szamoknak
megfeleld lapok k6zos csticsainal vannak.

Egyszertsités végett a kovetkezdé példaban csak egy-egy esemény megfigyelé-
sére koncentralunk. A jelenség legyen az, hogy egy magyar nyelven irt szovegbdl
,~rabokéssel” kivalasztunk egy betlt, majd megfigyeljiik a mellette (t6le jobbra), és
az alatta 1évét is. Ha barmelyik helyen nem betii talalhato, példaul szokoz vagy
valamilyen irasjel, akkor a megfigyelés érvénytelen (23. dbra). Tekintsiik az alabbi
eseményeket:

A esemény: ,,a masodik betli maganhangz6” (a 2. betli mgh)
B esemény: ,,az elsé betii (amelyre raboktiink) maganhangz6” (az 1. beti mgh)
A esemény: ,,a masodik bet{i massalhangz6” (a 2. betii msh)

B esemény: ,az elsO betl (amelyre raboktiink) massalhangz6” (az 1. betli msh).

Egy-egy hosszabb (100 hosszusagu) kisérletsorozat abszolut gyakorisagait a 24.
tablazat mutatja, ahol sor- €és az oszloposszegeket is megadtuk.

a B | B | sszesen b B | B | osszesen
A 15 | 24 39 A 6 |34 40
A 25|36 | 6l A 36|24 60

Osszesen | 40 | 60 100 Osszesen | 42 | 58 100

24. tablazat
100 hosszlsagu kisérletsorozat abszolut gyakorisagai a ,,rabokéssel” kivalasztott két egymas alatti (a)
¢és két szomszédos (b) betii esetében.

Az oszlopGsszegek a B esemény (az 1. betli mgh), illetve a B esemény (az 1.
betli msh) bekovetkezésének az abszolut gyakorisagadt mutatjak. Szamitsuk ki
ezekre a sziikebb Osszességekre vonatkozo relativ gyakorisagokat, azaz a feltételes
relativ gyakorisagokat (25. tablazat).

a ha az 1. bet(i ha az 1. betli
mgh | msh mgh | msh
h| 0,38 | 0.40 h| 0,14 | 0,59

a 2. betll b ’ ’ a 2. betll b ’ ’
msh| 0,62 | 0.60 msh | 0,86 | 0.41

25. tablazat

100 hosszusagh kisérletsorozat feltételes relativ gyakorisagai a ,,rabokéssel” kivalasztott két egymas
alatti (a) és két szomszédos (b) betll esetében, az 1. betli mgh, illetve az 1. betii msh sziikebb Osszessé-
gekre vonatkozdan.

A tablazat (a) részében azaz a két egymas alatti betii esetében az oszlopok 1é-
nyegében megegyeznek egymassal (0,38 = 0,40, illetve 0,62 = 0,60). Tehat fiigget-
leniil att6l, hogy az 1. betii maganhangz6 vagy massalhangzo (tehat a B vagy a B
esemény kovetkezik be), a 2. betli az eseteknek korilbeliil a 0,4 részében magan-

hangzo6 (4 esemény), a 0,6 részében massalhangzo ( A esemény).

Nem ez a helyzet a két szomszédos betli esetében, amit a tablazat (b) részében
lathatunk. Maganhangzo6 utan lényegesen ritkabban fordul el maganhangzo, mint
massalhangz6 utan (0,14, 0,59-dal szemben), ezért azt mondhatjuk, hogy az emli-
tett két esemény, 4 és B nem fiiggetlen egymastol.

Az okok itt is érthetéek: a két egymas alatti betli esetében a fiiggetlenség nem
meglepd, hiszen a sortdrések véletlenszertiek; a szomszédos betiik egymasutanisa-
gat azonban a magyar nyelv szerkezete hatarozza meg, igy a fliggetlenség nem is
varhato.

Egy B eseménytol fiiggetlennek neveziink egy 4 eseményt, ha az 4 esemény
feltételes relativ gyakorisagai 1ényegében nem fiiggenek attdl, hogy B-re vonatko-

z6an vagy B -re vonatkozdan szamitottuk ki 6ket.



A és B fliggetlen
a B | B | 6sszesen
A 0,15(0,24| 0,39
A 0,25 0,36 | 0,61
Osszesen | 0,40 | 0,60 | 1,00
A és B nem fiiggetlen
b B B | 6sszesen
A 0,06 | 0,34 | 040
A 0,36 | 0,24 | 0,60
Osszesen | 0,42 | 0,58 | 1,00

26. tablazat

100 hosszuisagu kisérletsorozat relativ gyakorisa-
gai a ,rabokéssel” kivalasztott két egymas alatti
(a) és két szomszédos (b) betii esetében.

27. megjegyzés

A fuggetlenség fogalmat a gyakorlatban kétféle
értelemben hasznaljuk. Az el6z6 részben a sza-
bad dobokockak esetében a ,,fliggetlenség” arra
utal, hogy a két kockat akar kiilon-kiilon is fel-
dobhattuk volna, és 4 az egyik (példaul a fehér),
B pedig a masik (a fekete) megfigyeléssel kap-
csolatos egy-egy esemény, tehat valoban semmi
koziik egymashoz. Ugy gondoljuk, hogy ilyen-
kor mar a kisérlet végrehajtasakor teljesiil a
fuggetlenség feltétele, igy jogos ezen események
(16) sszefliggés szerinti matematikai fliggetlen-
ségének a feltételezése is.

Maskor viszont éppen az a kérdés, hogy vajon
két esemény fliggetlen-e, és ezt — mas lehetdsé-
giink nem lévén — csak az események gyakorisa-
ga alapjan kell eldonteniink.

B

28. abra
A teljes valosziniiség tétel szemléltetése halmazok
segitségével.

4.1. Feltételes valosziniiség és fiiggetlenség

Térjlink vissza az el6z6 példahoz és hasznaljuk a 24. tablazat abszolut gyakori-
sagait. A relativ gyakorisagokat konnyen kiszamithatjuk, hiszen a kisérletsorozat
n = 100 hosszusagu. Ezeket a 26. tablazatban foglaltuk 6ssze. El6szor tekintsiik a
tablazat (b) részét (amikor az 4 és B esemény nem fiiggetlen). A B esemény beko-
vetkezésének relativ gyakorisadga 0,42, és 0,06 annak, amikor 4 esemény is beko-
vetkezik. Ennek a két szamnak a hanyadosa (0,06/0,42) = 0,14, ami megegyezik az
a A esemény B eseményre vonatkozo feltételes relativ gyakorisagaval (25b. tabla-
zat els6 eleme). A nagy szamok relativ gyakorisagokra vonatkozo tapasztalati tor-
vénye szerint az emlitett gyakorisagok, illetve igy, a bel6liik képzett hanyados is, a
kisérletsorozat hosszlisdganak novekedtével, stabilitast mutatnak és a megfeleld
valdszintiségeket szolgaltatjak:

b <y k”’T“BzP(AmB) : (12)
bucs k,, P(ANB

Ky PACB)_py gy (13)
ky ky P(B)

n

A P(A|B) -vel jelolt valoszinliséget az A esemény B eseményre vonatkozo
feltételes valosziniiségének nevezziik.

A relativ gyakorisagokra vonatkozo6 szorzasi szabaly mintajara a (13) 6sszefiig-
gés felhasznalasaval kapjuk a valosziniiségek szorzasi szabalyat:

P(AnB)=P(4|B)P(B) (14)
Mivel P(ANB)=P(BN A), ezért
P(A| B)P(B) = P(B| A)P(A) (15)

is teljesil.

Ezek utan a fiiggetlen események kritériumat ennek segitségével is megfogal-
mazhatjuk: az 4 eseményt a B eseményt6l fiiggetlennek nevezziik, ha

P(A|B)=P(4) | (16)

ami ekvivalens azzal, hogy

P(ANB)=P(A)P(B) (17)

A (16) osszefiiggésnek megfeleld kapcsolat kdzvetleniil megfigyelhetd a 25a.
tablazatban talalhato feltételes és a 26a. tablazatban talalhato feltétel nélkiili relativ
gyakorisagok dsszehasonlitasakor (0,38, illetve 0,39). A 26a. tablazatban szerepld
relativ gyakorisagok pedig nagyjabol megegyeznek a (17) Osszefliggés alapjan
kiszamithatokkal (példaul: 0,15 ~ 0,39 - 0,40) (27. megjegyzés).

A feltételes valosziniiség egy masik felhasznalasara nyujt lehetdséget a teljes
valoszintiség tétel. A tétel egyszerisitett valtozatdnak bemutatdsidra hasznaljuk a
28. abrat. Ha az abran lathat6 B, B,, B; események teljes eseményrendszert alkot-
nak, azaz egymast kolcsondsen kizarjak, de koziiliik egy mindig bekovetkezik, és
A egy tetszbleges esemény, akkor

P(A) = P(4| B,)P(B,) + P(4| B,)P(B,) + P(4| B;)P(B;) (18)
Ez ekvivalens azzal, hogy
P(A)=P(ANB)+P(ANB,)+P(ANB,) (19)

Az A eseménynek a B;, B,, B; egymast kolcsonosen kizard eseményekkel vett
kozos része egymast kdlesondsen kizard eseményeket eredményez. Ezek egyesité-
se épp az A eseményt adja meg, hiszen a B, B,, B; események egyesitése a biztos
esemény. A valdszinliség 3. tulajdonsaga szerint viszont egymast kizar6 esemé-
nyek egyesitésének valdszinlisége az egyes események kiilon-kiilon vett valoszinii-
ségeinek az Osszege.
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29. példa

Madarak ,,eloszlasa” villanydroton, és az eloszlas
kétféle szemléltetése: ,tomegpontokkal” és erd-
vektorokkal.

30. példa
Piet Mondrian: Kompozicio.

3]. abra
Céltabla mint alaphalmaz az eloszlas matematikai
megfogalmazasdhoz.
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5.0. Az eloszlas szemléletes jelentése

Jutalomosztaskor a munkahelyi vezet6 a rendelkezésre allo keretosszeget szét-
osztja a beosztottak kozott. A matematika nyelvén ez azt jelenti, hogy a beosztot-
tak halmazanak elemeihez (minden egyes beosztotthoz) hozzarendeliink egy sza-
mot (pénzdsszeget), amely persze 0 is lehet (azaz nem mindenki kap jutalmat).
Ebédnél a haz asszonya szétosztja a talnyi kelkdposzta f6zeléket a csaladtagok
kozott. A csaladtagok halmazanak elemeihez itt is szamokat rendelhetiink, példaul
ugy, hogy ki hany merékanallal kapott a f6zelé¢kbdl, vagy annak apjan, hogy az
egyes kelkdposzta adagoknak mennyi a grammokban mért tomege.

Kiilonboz6 madarak kiilonb6z6 tavolsagokra iilnek a villanydroton. Eloszlasu-
kat példaul uigy adhatjuk meg, hogy a drét mentén centiméterekben mért helyze-
tiikkh6z hozzarendeljiik a newtonokban mért stlyukat (29. példa). A festomiivész
festékkel keni be a vasznat. Ennek eredményeként, mondjuk a piros festék ugy
oszlik el a vasznon, ahogy azt a miivész elképzelte. Ebben az esetben az eloszlas
példaul a négyzetcentiméterekben kifejezett, adott teriiletekhez rendelt grammok-
ban mért festék mennyiségével adhatéo meg (30. példa).

5.1. Az eloszlas matematikai megfogalmazasa

Els6 1épésként egy halmazt kell megadnunk, amelyen az eloszlast vizsgaljuk.
Legyen ez az S alaphalmaz egy kor alaku céltabla (31. abra). Adjunk le szaz 16vést
erre céltablara 1égpuskaval. Tegylik fel, hogy az 6lombol készitett 1égpuskalove-
dék mindegyike 1 g-os, és a céltablat mindig eltalaljuk. Valasszuk ki S-nek egy
tetszOleges A részhalmazat (piros teriilet), és vizsgaljuk meg, hogy ezen a teriileten
beliil hany gramm 6lom talalhat6. A 31. abra szerint ez 4,5 g. Hasonloképpen kiva-
laszthatjuk S-nek egy tetszéleges masik B részhalmazat is (z6ld teriilet), ahol — az
elébbi eljarast kovetve — az ott talalhaté 6lom 8,75 g. Ennek alapjan az egyes rész-
halmazokhoz egy-egy szamértéket rendelhetiink. Jeloljiikk P(4)-val az A halmazhoz
P(B)-vel az B halmazhoz rendelt értéket. Esetiinkben P(A4) = 4,5, P(B) = 8,75. Mi-
vel P fiigg attol, hogy melyik részhalmazt valasztjuk, ezért P egy fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy P az S alaphalmazon értelmezett halmazfiiggvény.

A 31. abrabol az is kit{inik, hogy az A4 és B diszjunkt halmazok egyesitéséhez a
13,25 érték rendelhetd, mivel ennyi gramm o6lom talalhatd 6sszesen a két halmaz
altal kijelolt teriileten beliil. Ez a matematika nyelvén azt jelenti, hogy

P(Av B)=P(A)+ P(B), ha ANB=0 | (20)
azaz P additiv halmazfiiggvény.

Azt is megfigyelhetjiik, hogy a (20) osszefliggés alakilag azonos a valdszintiség
3. tulajdonsagaval, ahol 4 és B egymast kizard eseményeket jelolt. Ha a P additiv
halmazfiiggvényrdl még azt is foltessziik, hogy nem vesz fel negativ értékeket (a
valdsziniség 1. tulajdonsaganak megfelelden), és az iires halmazon felvett értéke
0 (a valdszinliség 2b. tulajdonsdganak megfelelden), akkor a parhuzam mar majd-
nem teljes. Az ilyen tulajdonsag halmazfiiggvényt eloszlasnak nevezziik.

Amennyiben a céltablara érkezd 1ovedékek tomegét nem grammokban, hanem
»hekto” grammokban mérnénk, akkor P(S) = 1 (hiszen 1 hg = 100 g és Osszesen
100 darab 1 g-os 16vedéket 16ttiink ki), ami a valdszinliség 2a. tulajdonsagaval
ekvivalens. Ilyenkor normalt eloszlasrol, vagy valoszintliségeloszlasrol beszéliink.

6.0. Valoszintségi valtozo

Egy jelenséggel kapcsolatban tobb dolgot is megfigyelhetiink. Ha ismét a koc-
kadobas példajat vessziik, akkor

1.  adobott szamon kiviil megfigyelhetjiik példaul azt is, hogy

2.  adobas kezdetétol a kocka megallasaig mennyi idd telik el;

3. akocka megallasa utan az egyik adott éle mekkora szdget zar be az asztal
¢élével; de azt is, hogy

4.  az asztalon marad, vagy esetleg leesik a foldre;

5. illetve azt, hogy melyik jatékoshoz all meg a legkozelebb.

Az els6 harom esetben kvantitativ, azaz mennyiségi, tehat szamokkal (és leg-



32. megjegyzés

Szamokat a minéségekhez is rendelhetiink, de
ezt valamilyen altalunk kialakitott szabaly sze-
rint kell tenniink. Példaul 1-et rendeliink ahhoz,
ha a kocka az asztalon marad és 0-t, ha leesik
onnan. Vagy a jatékosokat is azonosithatjuk
szamokkal, példaul a személyi szamukkal. Ha a
szabaly egyértelmil, akkor ezeket a szamokat is
tekinthetjilk egy valoszinliségi valtozd felvett
értékeinek.

Csak példaként emlitjiik, hogy vannak olyan
jaték dobokockak, amelyek lapjain nem szamok,
hanem mas fajta szimbolumok lathatok.

Az ilyen dobokocka esetében az a megfigyelés,
hogy melyik lap van feliil, nem szolgaltat valo-
sziniiségi valtozot, hiszen a megfigyelés eredmé-
nyeként nem szamokat kapunk. Ha azonban a
szimbolumhoz szamokat rendeliink, és megad-
juk, hogy melyik szimbolumhoz melyik szamot,
akkor maris valosziniségi valtozohoz jutunk.
Bar ez az eljaras erdltetettnek tiinhet, a gyakor-
latban sokszor van sziikség ilyesmire (vo. 86.
tablazat).
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33. abra

a) A baktérium kolonia szaporodasa az 5. abra
szerint.

b) A baktérium kolonia szaporodasa kb. a 28.
percben. Ha igen gyorsan mériink, mondjuk a
duplazodasi idénél (20 percnél) sokkal rovidebb
id6 (pl. 50 masodperc) alatt elég sok mérést (pl.
66-ot) el tudunk végezni, akkor a determinisztikus
valtozas elhanyagolhato.

tobbszor mértékegységgel) megadhatd dolgot figyeliink meg. A masik kettdben a
megfigyelés kvalitativ, azaz mindségi, tehat szamok automatikusan nem rendeléd-
nek hozzajuk (32. megjegyzés). Ha egy jelenséggel kapcsolatban a megfigyelésiin-
ket szamokkal jellemezziik, akkor azt mondhatjuk, hogy ezek a szamok egy valo-
szinliségi valtozo lehetséges értékei koziil valok.

Egy valésziniiségi valtozét azaltal adunk meg, hogy megmondjuk mit és mi-
lyen koriilmények kozott figyeliink meg, illetve hogyan mériink. Azt is lehet
mondani, hogy egy valoszinliségi valtozo lényegében egy mérési, illetve megfi-
gyelési eljarast jelent. Ezek utan nem azon kell meglepddniink, ha egy vdltozorol
kideriil, hogy valosziniiségi valtozo, hanem azon, hogyha nem az. A matematikai
modelljeinkben ugyanis absztrakcioval barmilyen valtozot definidlhatunk, de mi-
helyt ellendrizni akarjuk azt, hogy egy modell mennyire felel meg tapasztalataink-
nak, megfigyeléseket, méréseket kell végezniink, ahol a ,,véletlen”, azaz a szamba
nem vehetd tényezok is szerepet kapnak.

6.1. A valosziniiségi valtozo és a szamszeri adatok kapcsolata

Amikor megfigyeléseket, méréseket végziink, és ennek eredményeként szdam-
szerii adatokhoz jutunk, akkor azt is mondhatjuk, hogy ezeket az adatokat egy
valosziniiségi valtozo lehetséges értékei koziil torténd véletlen Kkivalasztas ered-
ményezte. Masképpen mondva ilyenkor a megfigyelés ekvivalens egy véletlensze-
rii kivalasztassal. A kivalasztott szamérték vagy benne van egy adott szamhalmaz-
ban vagy nincs, és ennek megfelelden vagy bekdvetkezett az adott esemény vagy
nem. A véletlenszer(i kivalasztas azt jelenti, hogy csupan a kivalasztas szempontja-
bol a lehetséges értékek koziil egyik sincs kitlintetve, tehat barmelyik kivalasztha-
to, de ennek elemzésére még visszatériink (13.1. rész).

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a valosziniiségi valtozo dsszes lehetséges értékét
beletessziik egy ,,absztrakt zsakba”, ezzel egy halmazt adunk meg, amely ekviva-
lens az eseménytérrel. Tobbszori megfigyelés, illetve mérés soran ennek a halmaz-
nak valamilyen részhalmazdt kapjuk meg.

Ezek utan térjiink vissza a baktérium koldnia szaporodasanak problematikajara.
Korabban mar megallapitottuk, hogy a ,,valtozasok™ determinisztikus és statiszti-
kus része altalaban egyiitt van jelen. Most mégis tegyiik fel, hogy valamilyen triik-
kel szét tudjuk valasztani 6ket, és figyelmiinket forditsuk a statisztikus részre (33b.
abra). Ebben az esetben az n-szeri megfigyelés, illetve mérés egy n hosszisagn
»Kisérletsorozatnak™ felel meg, ugyanis a ,kisérleteket” lényegében azonos kiviil-
mények kozott végeztiik. Az eredmény pedig egy n-elemil adatrendszer.

A szamszerl adatok esetén meg kell kiilonboztetnilink a diszkrét és a folytonos
valtozot, ami sokszor nem is olyan egyszerii feladat. A baktérium koldnianal ma-
radva példaul megszamlalhatjuk az egyedeket, ami a darabszdam definicidja szerint
csak egész szam lehet, tehat diszkrét valtozo. Ugyanakkor sok millios egyedszam
esetén a megszamlalas kivitelezhetetlen, helyette példaul a baktériumokat tartal-
maz6 oldat fényszorasabol kovetkeztetiink az egyedszamra. Ilyenkor egy folyto-
nos fizikai mennyiség, nevezetesen a fényintenzitds segitségével fejezhetd ki a
jellemzo adat. Megjegyezziik azonban, hogy a fényintenzitast sem tudjuk tetszdle-
ges pontossaggal mérni, hiszen ahhoz végtelen tizedes tortekre lenne sziikségiink.
Igy a valédi kiilonbség majd ott huzodik a kétféle valtozé kozott, hogy az a mate-
matikai modell, amelyet hasznalni akarunk, elméletileg folytonos-e, vagy diszkrét.

Vannak azért elég egyértelmii esetek, ilyen példaul a kockadobas is. Ha valodi
kockat, azaz hexaédert hasznalunk, akkor a dobas eredményét megadd valoszint-
ségi valtozo csupan hat diszkrét értéket vehet fol. Az eseménytér az S = {1, 2, 3, 4,
5, 6} halmaz. A halmaz elemeinek kivalasztasa ugy is megvalosithato, hogy a
dobasok helyett az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat egyesével felirjuk mondjuk egy-egy
golyora, amelyek egyéb szempontbol megkiilonboztethetetlenek. Ezutan a
golyokat beletessziik egy dobozba, és a dobozbdl csukott szemmel Ggy huzunk,
hogy minden huzas utan a leolvasott értéket feljegyezziik, majd a kihuzott golyot
visszatessziik. n dobas, vagy n huzas a fentiek szerint egy n-elemi adatrendszert
eredményez. Amennyiben az adatok kivalasztdsdnak sorrendje nem érdekel ben-
niinket, akkor a legjobb jellemzésiikre az adatrendszer eloszlasfiiggvényét hasznal-
hatjuk, amelyet definici6 szerint a kdvetkez6 Osszefiiggéssel adhatunk meg:
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az x - nél kisebb adatok darabszama

F(x)= 1)

n

Lathato, hogy F(x) értékei 0 és 1 kdzott valtozhatnak, ugyanis, a legkisebb adat-
nal kisebb és a legnagyobb adatnal nagyobb adatok darabszama 0, emiatt F(x) =0
egészen addig, amig a nagyobb x-ek felé haladva a legkisebb adaton til nem ju-
tunk és F(x) = 1 mihelyt taljutottunk a legnagyobb, tehat az utolso, n-edik adaton
is. Az is nyilvanvald, hogy F(x) 1épcséfiiggvény lesz, mert a darabszam diszkrét
valtozo és azokban az intervallumokban, ahol az adatok darabszama nem valtozik,
F(x) allando értéket vesz fol, ahol viszont valtozik, ott a fliggvénynek mindig ugra-
sa lesz. Amennyiben azonos értékii adataink nincsenek, akkor minden ugras éppen
1/n nagysagt, ha vannak, akkor az ugrdsok 1/m-nek egészszamu tobbszordsei is
lehetnek.

Mintafeladat
Abrazoljuk grafikusan a [2, 4, 4, 5] adatrendszer eloszlasfiiggvényét! F)

1,00- —»
Megoldas: Mivel 2 a legkisebb adat, ezért 2-ig F(x) = 0. A nagyobb x-ek felé
haladva, 2-t elhagyva F(x) = 0,25, hiszen mondjuk 2,3-nél csak 1 darab ki- 0,751 o—
sebb adatunk van és n = 4. Ez az érték nem valtozik egészen 4-ig. 4-et el-
hagyva F(x) = 0,75, hiszen mondjuk 4,1-nél 3 darab kisebb adatunk van (2, 4, 0,501
4). 5 felett F(x) = 1, hiszen mind a négy adaton tuljutottunk. Az abra az
F(x) eloszlasfiiggvényt szemlélteti. A karikdk azt jelentik, hogy ott a fligg-
vény még az alsé értéket veszi fol, azaz: F(2) =0, F(4) = 0,25, F(5) = 0,75.
Kicsit tovabbmenve (2+, 4+, 5+, azaz 2-nél, 4-nél, 5-nél kicsit nagyobb érté-

0,25 o—

0,001 &—
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34. abra

Egy kockadobas sorozat eredményének megadasa az adatrendszerek eloszlasfiiggvényeivel. A karikaban 1évé szam mutatja azt, hogy hanyadik dobasrol van
sz0. A folotte 1évo piros szamok az addigi dobasok eredménye. A 1épcsdfiiggvények fliggbleges vonalai természetesen nem részei a fiiggvényeknek, csak a
jobb szemléltetés kedvéért rajzoltuk be dket. A 1épcsdfokokat szintén megszamoztuk (kék szamok).
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A kockadobas példajanal maradva hasznaljuk ezt a szemléltetést arra, hogy az
egymads utani dobasok eredményét megadjuk.

A 34. abran megfigyelhetjiik, hogy 1épcsdmagassagok a relativ gyakorisagok-
kal egyenl6k. Pl. az 5. dobas utan F(2+) — F(2) = 1/5; F(3+) — F(3) = 3/5 és
F(5+) — F(5) = 1/5. Az is lathatd, hogy 8. dobasnal mar mind a 6 szam legalabb
egyszer szerepelt, igy ettdl kezdve az adatrendszerek eloszlasfiiggvénye 6 1épcso-
fokbol all (piros gorbék). A tovabbi dobasok (pl. 100 dobas) utan a relativ gyakori-
sagok a nagy szdmok tapasztalati torvényének megfeleloen stabilizalodast mutat-

Fx) nak, igy a 1épcsémagassagok kiilonbozosége csokken.

1,0
F 15 Hatarozzuk meg ezutan az idedlis kockdra, azaz a kocka modelljére vonatkozo
1 dobasok eredményének mint valosziniiségi valtozonak az eloszlasat. Az idealis

} 1 kocka kiilonlegessége éppen az, hogy mind a 6 eredmény egyforman valoszinii.
o—- 4/ 6 Ezért a hozzarendelhetd matematikai modell példaul egy olyan eloszlasfliggvény-
A . }E nyel adhz.it(')' me.g,.amelyben a lépcséma.lgasségok — a 34. abra utolso fiiggvényén is
} 5 lathato kicsit kiilonb6z6 relativ gyakorisagok helyett — az egyenlé valosziniiségek

(35. abra).

1

00{ +— }5 o
———— Az adatrendszer eloszlasfiiggvényéhez képest (v6. (21)) a valoszintiségi valto-

z6 eloszlasfiiggvényét kicsit masként definialjuk. Jeloljik &-vel (gordg kszi

35. 4bra bnetlivel) a valoszinliségi valtozot, ekkor

Az idealis kockara, azaz a kocka modelljére vo-

natkozé dobas eredményének mint valosziniiségi F(x) = P(f < x) = zp(f = x/.) (22)
valtozonak az eloszlasfiiggvénye. X, <x ’

annak a valdszinlisége, hogy a £ valoszinliségi valtozd az adott x-nél kisebb érté-
ket vesz fol. Igy, ha példaul x = 3,2, akkor F(x) = 0,5, mivel annak a valoszin{isé-
ge, hogy 3,2-nél kisebbet dobjunk, azaz 1-et, 2-t vagy 3-at, éppen 0,5. A valdszi-
nliségi valtozo eloszlasa jellemezhet a 1épcsOmagassagokkal, azaz a valoszintisé-
X; gekkel is:

36. abra Pj= P(c= xf) : (23)

Az idedlis kockaval torténd dobdsok eredményé- - o
hez hozzarendelt diszkrét valészintiségek Szemlyél_ Esetiinkben x; az 1, 2, 3, 4, 5, 6 értékeket veheti fol, ahol p; = 1/6. Ezt szemlélteti a

tetése. 36. 4bra, ahol a szdmegyenes minden egyes x; pontjaba p; nagysagu fiiggéleges
vonalat, ,,palcikat” htztunk. (V6. A madarak ,,eloszlasa” villanydréton, 29. abra.)

M
o=

Egy valésziniiségi valtozordl az eloszlasa mindent elarul. Ennél tobbet nem
is lehet rola tudni. Segitségével viszont Osszetett események valdszinliségeit is
meg tudjuk hatarozni. A kockadobas esetében példaul arra is alkalmas, hogy egy
igazi kocka ,,josagat” teszteljiik azaltal, hogy a valdszinliségi valtozo eloszlasfiigg-
vényét Osszehasonlitjuk egy dobdssorozat soran gytijtott adatrendszer eloszlas-
fiiggvényével. Erre a problémara is visszatériink (v6. 15.8. rész).

Mintafeladat

Fiiggetlen-e az a két esemény, ha egy (idedlis) kockaval egyszer dobunk, hogy az eredmény 3-nal kisebb (4 esemény), illetve,

h aros (B ény)?
ogy paros (B esemény) A esemény

§<3

Megoldas: A feltett kérdést kétféle modon is eldonthetjiik:

1. Annak a valosziniisége, hogy az 4 esemény és B esemény is bekovetkezik, ugyanakkora-e, mint
a két esemény kiilon-kiilon vett valdszintiségeinek szorzata? P(ANB) = P(A)P(B)?

2. Az A esemény B eseményre vonatkozo feltételes valoszinilisége megegyezik-e 4 esemény felté-
tel nélkiili valoszintiségével? P(A|B) = P(A4)?

Annak a valoszinlisége, hogy a dobas eredménye 3-nal kisebb (4 esemény), leolvashato a 35. abran
lathato eloszlasfiiggvényrol: P(4) = P(& < 3) = F(3) = 2/6 = 1/3. A paros (2, 4, 6) eredmények valo-
szintisége kiilon-kiilon (1/6), a 36. abrarol olvashato le, és az egymast kizaré események additiv tu-
lajdonsaga miatt 6sszeadodnak, tehat a B esemény valdszintisége: P(B) = P(& = paros) =3/6 = 1/2.
1. szerint: P(A)P(B) = (1/3)(1/2) = 1/6, masrészrdl a két halmaz metszete, (4NB) csak a 2-es dobas,
aminek valészintisége, P(ANB) a 36. abra alapjan valoban 1/6.
2. szerint: mivel a (13) definicids egyenlet szerint P(4|B) = P(ANB)/P(B), ezért P(A|B) = (1/6)/(1/2) = 1/3. Mésrészrdl a 2, 4,
6 szamok (3 darab) koziil csak (1 darab) a 2 kisebb 3-nal, ami szintén a P(4|B) = 1/3 eredményre vezet.

B esemény
&= paros

Lathato, hogy minkét megfogalmazasra pozitiv valaszt kaptunk, tehat a fenti két esemény (4, B) fiiggetlen egymastol.
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A C D
85 85,15 85153
85 85,02 85,021
85 84,96 84,965
85 84,95 84,946
85 84,73 84,727
85 8522 85216
85 84,94 84,935
85 85,44 85441
85 84,99 84,987
85 85,02 85016
85 85,28 85,282
85 85,09 85,091
85 84,80 84,804
85 85,04 85,037
85 84,72 84,723
85 85,09 85,087
85 85,29 85,293
85 85,122
85 84,98 84,976
85 85,123
85 85,00 85,005
85 8491 84,909
85 85,07 85,074
85 84,99 84,990
85 84,94 84,936
mind mind
egyenld kiilonb6z6
37. abra

A szort fény intenzitds mint folytonos valtozo

mW/m? egységekben, négy kiilonbozo érzékeny-

7.0. Folytonos valosziniiségi valtozo jellemzése, eloszlasfiiggvénye

Tekintsiik ismét a példaként mar felhozott baktérium koloniat. Elvileg a kolo-
nia egyedszama a 28. perc elteltével, a 29. perc kezdetén egy jol meghatarozott
érték. A baj csak az, hogy nem tudjuk megmondani, hogy mennyi. A kérdés meg-
valaszolhatosaga érdekében tegyiik fel, hogy sikeriilt a ,,valtozasok” determiniszti-
kus és statisztikus részét egyértelmiien szétvalasztanunk példaul tigy, hogy mester-
ségesen leallitottuk a kolonia szaporodasat. fgy alkalmunk nyilik kizarélag a sta-
tisztikus rész tanulmanyozasara. Tegyiik fel tovabba, hogy a egyedszdm mint
diszkrét valtozo helyett, a vele aranyos szort fény intenzitast mint folytonos valto-
26t mérjitk, mondjuk mW/m? egységekben. A 37. dbra A, B, C, D oszlopaiban egy
képzeletbeli mérési sorozatot mutatunk be egyre érzékenyebb mérdallasban mérve.
A folytonos megjeldlés azt jelentené, hogy a 25-elemil adatrendszer egyes értékei
a valosagban végtelen tizedes tortek, és csak a méréberendezés érzékenységén
mulik, hogy hany tizedes jegyre tudjuk meghatarozni dket. A véges tizedes tortek
viszont nem valtozhatnak folytonosan, hiszen az utolso tizedes jegybeli kiilonbség
mindig ugrast, azaz diszkrét valtozast eredményez. A dolog lényegét tekintve csak
addig noveltiik a tizedes jegyek szamat, amig mind a 25 érték kiilonbozik egymas-
tol.

Az A oszlopban minden érték egyenld, ami a valtozatlansagra utal. A valosag-
ban ez csak azt jelenti, hogy minden érték biztosan 84,5 és 85,5 kozott van, tehat a
legkisebb kimutathatd valtozas 1, de ezek az adatok ennél kevésbé térnek el egy-
mastol. A B oszlopban a legkisebb valtozas 0,1, a C oszlopban 0,01, a D oszlopban
pedig 0,001.

- I 91,0 § 1l 85,6
ségli mérdallasban mérve. : 90.0 855
A oszlop:0, B oszlop:1, C oszlop:2, D oszlop:3 150 1 /
tizedes jegyre kerekitve.
100 .
90 855 5
SIPE0E49 9084040894900 0000 85,0 o ® 900, 670400400
80 84,5
50 1 1
10 - 80,0 84,5
or— 7 st
1 5 10 15 20 25 1 5 10 15 20 25 1 5 10 15 20 25
38. abra
Az eredeti szort fény intenzitdsok szamértéke harom kiilonbozé skalan (I: 0-170, 1I: 79-91, III: 84,4—
85,6) abrazolva. A jobb Osszehasonlithatosag kedvéért fehér kozepli szimbolumokkal jeloltiik a vizszin-
tes tengelyen olvashat6 sorszamoknak megfeleld értékeket.
Az egyre érzékenyebb mérballas grafikusan a skala széthuzasaval is szemléltet-
hetd. A 38. abra az eredeti, kvazi folytonos 25-elemii adatrendszert (a 37. abra D
oszlopanak megfelelen) ily médon mutatja be harom kiilonboz6 skalan (I, 11, TIT).
A 38.1 abrat megfigyelve elsé ranézésre azt lathatjuk, amit varunk, azaz ,nincs
valtozas”, és az egymas utani mérések latszolag nem kiilonbdznek egymastol, hi-
a b c d e
85,5- . 855-
vetitve _ =
¢ 25 = 1,0
| |
L 4 1] n"
* = [ n
N _ - 20 g 0,8
© *0 = o H
* . * * = gue 15 " 0,64
= [ ]
85,0 0” ‘,<> *® ’<> 85,0-|§ . — H
. - = 10 H 0,4
L 4 ] -
< o - m 54 H 0.2
= [ ]
H
84,5 84,5- nagysag szerinti sorrend 01 0.0
' eredeti sorrend 0 5 10 15 20 25 845 85,0 855 845 85,0 85,5
39. dbra

A szort fény intenzitas statisztikus ,,valtozasanak” tobbféle szemléltetése. a: eredeti idébeli sorrend szerint, b: egy helyre vetitve c: nagysag szerinti sorrendben,
d: a tengelyek felcserélése utan, e: az adatrendszer eloszlasfiiggvényével. (A 34. abrahoz hasonloan a fiiggdleges vonaldarabok itt sem részei a fiiggvénynek.)
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41. megjegyzés

Egy adatrendszer eloszlasfiiggvényét jol szem-

Léltethetjiik az iskolai tornasorral.

Feldolgozand6 adataink legyenek egy tanulocso-
port tiz fil tagjanak testmagassagértékei (példaul
cm-ekben mérve). Az alabbi dbrasor azt mutatja
be, hogy hogyan szarmaztathaté az adatrendszer

eloszlasfiiggvénye.

1. ,eredeti” sorrend, ami valdjaban nem érdekel

benniinket

2. nagysag szerinti sorrend (tornasor)

3. a fejtetéket burkold 1épcsds gorbe -90°-os

elforgatasa és atskalazasa

A

magassag (cm)

50 -1
f=2]
O
0
3
tE
0
]
e} 0 d
® nincs ritka srd ritka
[ InmmwEmwer ron
84,5 84,7 85,0
42. abra

Az adatok stirliségének jellemzése.

0,2 hosszasagh (A) és 0,3 hossziasagn (@) inter-
vallumra kiszamitott adatstiriiségek. A ritkabban,
illetve stiriibben elhelyezkedé adatokat egészen

jol szemlélteti a folytonos gorbe is.

szen a kolonia szaporodasat mesterségesen leallitottuk. Ha azonban fokozatosan
széthuzzuk a skalat (38.11, IIT abrak), az egyes mért értékek egyre jobban elkiilo-
niilnek. A kérdés az, hogy hogyan jellemezhetjiik ezt a most mar kizarolag statisz-
tikusnak mondhat6 ,,valtozast”.

Mivel ugy tlinik, hogy az adatok és azok eredeti idobeli sorrendje k6z6tt nincs
kapcsolat, ezért errdl meg is feledkezhetiink. {gy akar egy helyre vetitve vagy
nagysag szerinti sorrendben is abrazolhatjuk ket (39bc. abra). Amennyiben a
nagysag szerinti abrazolas utan a tengelyeket felcseréljiik (39d. abra) és az 1-t6l 25
-ig terjedd skalat (25-tel valo osztassal) 0 és 1 koz¢ transzformaljuk, akkor az adat-
rendszer F(x) eloszlasfiiggvényéhez jutunk (39e. és 40a. dbra) (41. megjegyzés).

F() a F09 b F09 c
1,01 1,0 1,0
n=25 n=100 n=co
0,51 0,5 0,5
0,01 0,0 0,0
84,5 85,0 85,5 84,5 85,0 85,5 84,5 85,0 85,5
40. abra

mW/m? egységekben mért szort fény intenzitas mint folytonos valésziniiségi valtozé (c) és ennek
lehetséges értékeibdl véletlenszertien kivalasztott adatrendszerek (a,b) eloszlasfiiggvényeinek szem-
1éltetése.

Ez a lépcsofiiggvény 25 1épcsobdl all, hiszen mind a 25 adat kiilonb6z6 és a
lépcsémagassagok értéke 1/25. Hasonld a helyzet akkor is, ha sokkal tobb adatot
gyljtiink 6ssze. n = 100 adat esetén 100 1épcséfok jellemzi az eloszlasfliiggvényt,
amennyiben feltessziik, hogy méréeszkoziink a legkisebb kiilonbségeket is érzékeli
(40b. abra). Folytonos valtozo esetén ugyanis 0 a valdsziniisége annak, hogy két
mért érték tokéletes egyezést mutasson. Ebben az esetben a Iépcsdmagassagok
értéke 1/100.

Az adatok szamanak tovabbi ndvelése (n = ) a 1épcsdk eltliinéséhez vezet, s
gyakorlatilag egy folytonos fiiggvényt eredményez. Ez a fliggvény tekinthetd az
adott koriilmények kozotti szort fény intenzitas mint folytonos valdésziniiségi val-
tozo eloszlasfiiggvényének (40c. abra).

7.1. Adatsiiriiség, gyakorisagi eloszlas, o
relativ gyakorisagi eloszlas, hisztogram, gyakorisagsiiriség,
relativ gyakorisagsiriiség

Bar az F(x) eloszlasfiiggvény minden esetben egyértelmiien jellemzi az adat-
rendszert, illetve a valosziniiségi valtozot, grafikonjuk els6 ranézésre nem sokat
mond, nem eléggé szemléletes. Adatrendszer esetén annyi kiolvashatd beldle,
hogy mekkora egy adott x értéknél kisebb adatok relativ darabszama (vo. (21)),
illetve relativ gyakorisaga. Valosziniiségi valtozo esetén pedig az, hogy mekkora a
valoszinlisége annak, hogy a & valosziniiségi valtozo x-nél kisebb értéket vesz ol
(vo. (22)).

Tekintsiik a 39b. abran lathato, egy helyre vetitett adatokat megjelenit vonal-
kakat, de a konnyebb attekinthetéség kedvéért forgassuk el -90°-kal (42. 4bra).
Megfigyelhetjiik, hogy 84,7-nél kisebb adat nem szerepel a sorban. Ha a nagyobb
értékek felé haladunk, elészor csak ritkdn fordul eld egy-egy adat, 84,9-ig min-
dossze 3 darab. Ezt kovetden az adatok bestirlisodnek, de 85,2 kdrnyékén mar ujra
elég ritkan kovetik egymast, és 85,5-nél nagyobb adat megint nem szerepel. Az
abra alapjan azt gondolhatjuk, hogy az adatok siiriisége lehet az a jellemzd, amely
szemléletes tartalommal bir, és amelyet a vonalkak folé rajzolt zold illetve kék
szimbolumok valamint a fekete gorbe juttat kifejezésre. Ez utobbi eredetére ké-

s6bb tériink vissza (vo. 7.2. rész).

Esetiinkben az adatsiirtiséget példaul ugy hatarozhatjuk meg, hogy valasztunk
egy intervallumot (a 42. abran példaul a z6ld vagy a kék vizszintes kapcsos zaro-
jelnek megfeleléen), amely elegendden hosszt ahhoz, hogy az adatrendszer tobb
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85,0

0 T
84,5 85,0

43. abra

A 37. abra D oszlopanak adatai alapjan készitett
a) 0,08; bl)0,12; ¢)0,16; d)0,2
osztalyszélességii hisztogramok 84,5-es kezddér-
tékkel és egy hisztogramon beliil azonos osztaly-
szélességgel.

18

elemét is tartalmazhatja, de azért az 6sszes adatnal mindig 1ényegesen kevesebbet.
Ennek kozepét bedllitjuk egy adott x értékre, és megnézziik, hogy hany darab adat
talalhato az intervallumon beliil, majd ezt a szamot elosztjuk az intervallum hosz-
szaval. gy barmelyik x értékhez hozzarendelhetiink egy adatsiirtiség értéket. Ha x-
szel végighaladunk a 84,5 és 85,5 kozotti tartomanyon, akkor az adatstiriiség kez-
detben névekszik, majd csdkken, de hogy pontosan hogyan, az lathatéan a valasz-
tott intervallum hosszatol is fiigg, de nem olyan nagyon (42. abra).

Az adatsiirtiség jellemzésének egy masik modja a gyakorisagi eloszlas, illetve a
relativ gyakorisagi eloszlas megadéasa. Ennek érdekében osszuk fel a szamegyenes
adatainkat is tartalmazo részét intervallumokra, és szamoljuk meg, hogy az igy
kapott osztalyokban hany adat talalhatd, ezzel meghatarozhatjuk az egyes oszta-
lyokban a gyakorisagokat, illetve a relativ gyakorisagokat. Megjegyezziik, hogy az
osztalyokat nem kell feltétleniil ugyanakkorara valasztanunk, de célszert.

Hasznaljuk ismét a 37. abra D oszlopanak adatait. Természetesen, mivel az
osztalyhatarok megvalasztasa onkényes, ugyanazokbol az adatokbodl tobbféle gya-
korisagi eloszlas is készithetd, melyeket a jobb attekinthet6ség kedvéért oszlop
diagramokkal szemléltethetiink. Nem azonos osztalyszélesség esetén is célszerli a
kovetkez6 abrazolasmod: minden osztaly folé olyan téglalapot (,,0szlopot”) raj-
zolunk, melynek teriilete aranyos az osztialyba es6 adatok gyakorisagaval. Az
igy kapott abrat hisztogramnak nevezziik. Egy hisztogramon beliil az azonos osz-
talyszélesség valasztas épp azért elonyds, mert ilyen esetben a téglalap teriilete és a
magassaga aranyos egymassal. A téglalapok magassaga, azaz a fiiggdleges tengely
skalajan feltiintetett értékek ilyenkor vagy az abszolut gyakorisagok, vagy a relativ
gyakorisagok lehetnek (43. és 44. abra).

Lo R e e B 0,4
lo b2 T o
] °
AR, R/ )
< A Ll =8
kNN B I IS 2l
= g
5 E] ....................... >F02
I1S.......... | |eeeeeii =}
18 e .|
18 ] A

gn=
0 T _| 0,0
84,5 ¢ 85,0 85,5
44. abra

A 43bl. abran lathato hisztogramnak megfeleld tovabbi hisztogramok ugyancsak 0,12-es osztalyszéles-
séggel, de kiilonb6zo kezddérték esetén. Az elsé nem iires osztaly kezdéértéke (nyillal jeldlve):
bl) 84,5+0,12; b2) 84,5+0,16; b3) 84,5+0,2.

Van olyan eset, amikor az adatok mar eleve csak valamilyen csoportositasban
allnak rendelkezésiinkre. A 45. tablazatban egy iizem eFt-ben (ezer forint) meg-
adott fizetési kimutatdsa olvashatd, ahol az 0sszeghatarok kiilonb6z6 mértékben
véltoznak. Ez a tablazat az adott osztalyokhoz tartozo gyakorisagokat tartalmazza,
amelyekbdl a relativ gyakorisagok is meghatarozhatok. Bar ezeket a mennyisége-
ket is abrazolhatjuk egy diagramon (46a. abra), hisztogramhoz gy juthatunk, ha a
megadott abszolut gyakorisagokat, illetve relativ gyakorisagokat a hozzajuk tarto-
z6 osztalyszélességgel elosztjuk és az igy kapott gyakorisagstiriiségeket vagy rela-
tiv gyakorisagstiriségeket abrazoljuk (46b. abra).

osztalyhatarok abszolut relatilv , gyakorisag- relat.i v
(eFt) gyakorisag gyakorrlsag stiriség gya}«y)'rlrsag-
(kerekitve) slirliség
120 <130 124 0,14 12,4 0,014
130 <140 195 0,22 19,5 0,022
140 < 160 293 0,33 14,65 0,0165
160 <200 195 0,22 4,875 0,0055
200 <300 80 0,09 0,8 0,0009
Osszesen 887 1

45. tablazat
Egy tizem eFt-ben megadott fizetési kimutatasa.



47. megjegyzés

A hisztogram akkor ,.esztétikus”, ha nem héza-
gos, de azért van szerkezete, azaz nincs minden
adat egy-két osztalyba bezstfolva. Itt a sokféle
lehet6ség koziil csak egyet mutatunk be.

Ha egy négyzet alaki diagramban akarjuk az
,,optimalis” hisztogramot megrajzolni, akkor az
intervallumok szdma koriilbeliil megegyezik az
egy intervallumba es6 elemek maximalis szama-
val, mindkettot jel6ljiik m-mel.

m E%(kor egy Flem _egy

., négyzet alaka teriiletet

n/z j,q” foglal el (a hosszikas

m r T téglalap  helyett). Az

A 1 4bra alapjan az interval-

ANEEEEN lumok optimélis szama:
XFHH'\ Xmax

A

m=n/2n

Az intervallumok optimalis méretét (Axopt)
megkaphatjuk, ha a legnagyobb (xmax) és a

legkisebb (xpmin) adat kiilonbségét elosztjuk az
optimalis intervallumszammal:

X, —X_.
_ max min
Axopl - m 5

majd ezt altalaban kerekitjiik.

49. megjegyzés

Ha a valdsziniiségi valtozot sokszor megfigyel-
jik, akkor ott helyezkednek el stiribben az
adatok, ahol a stiriségfiiggvény éréke nagyobb.
A slriiségfiggvény az eloszlasfiggvényhez
hasonloan elméletileg -0 és +oo kozott
értelmezhetd, de mig F(-0) = 0 és F(+o) = 1;
addig f{-0) = fl+too) = 0. Mivel fix) a relativ
gyakorisagstiriiséget méri, a gorbe alatti Osszte-
riilet sziikségszeriien 1.

a - 0,4 b _[0025
300{-§ 2 S i b
3 3 @ hisztogram S 10,02
S 5T 0,3 = S
< < 1513 | |— 5
2001 B s o 22% 0015
3 202 2 S
° 5 1015 S 0,01
z e g 5|
100G L 0.1 B 2
' 51 & | 0,005
o
0 . . . 0 0 ; ——— Lo
100 150 200 250 300 100 150 200 250 300
46. abra

A 45. tablazatban szerepld adatok szemléltetése: a) abszolut gyakorisagok és relativ gyakorisagok;
b) hisztogram (47. megjegyzés).

7.2. Sturiségfiiggvény

Emlékeztet6iil megjegyezziik, hogy a széban forgd folytonos valdsziniiségi
valtoz6 a baktériumkolonia egyedszamaval aranyos szort fény intenzitas mW/m?
egységekben mérve. A 43. és 44. abra azt mutatja, hogy mig az eloszldsfiiggvény
egyértelmiien jellemzi az adatrendszert, ugyanazokbol az adatokbol igen kiilon-
bozd hisztogramok készithetk, de néhany k6zos vonas azért ezekre is jellemzd.
Megfigyelhetjiik példaul, hogy az 6sszes abrazolt hisztogram ,,kipiposodik” a ko-
zepe tajékan nagyjabol ugyanannal az értéknél, de ezen tulmenden még a
,»Sz¢lességiik” is hasonlo mértékii. Ha a fiiggbleges tengelyen a relativ gyakorisdg-
stiriiséget abrazoljuk, tovabba az adatok szamat noveljiik, az osztalyok szélességét
pedig csokkentjiik (és ezt akarmeddig folytathatnank), akkor hisztogramjaink dur-
va lépcsds burkolo gorbéi egyre jobban kisimulnanak és egyetlen folytonos, sima
gorbébe mennének at (48. abra). Ez a fliggvény tekinthetd az adott folytonos valo-
szinliségi valtozo stirtiségfiiggvényének, f{x)-nek.

:Z” g fx)

S| a S| b ¢

[ [

\U) =3

2 2

S| n=25 21| n=500 n=oo
g ®©

3 3

Z z

] ]

© ©

0 0 0
84,5 850 855 845 850 85,5 845 850 85,5

48. abra

Az adatok szamanak novelésével és az osztalyszélesség csokkentésével a hisztogramot burkolo gorbe a
strtiségfiiggvényt kozeliti.

A striségfiiggvény valdjaban ugyanazt fejezi ki, mint az eloszlasfiiggvény, de
masként, anndl kicsit szemléletesebben (49. megjegyzés). Alakja tobbféle is lehet,
a legfontosabb tipusokat kvalitativan megfogalmazva a 50. abra mutatja.

(egypupu)
szimmetrikus
Lo

tobb pupu
(T TTTT (R I 1

(egypupu)
jobbra elnyujtott
Crumimenr rrernm 1 | [} |

(egypupu)
balra elnyujtott
FEIE 0 TETImd e ni |

(egypupu) (egyplpu)
csucsos

50. abra
A stirtiségfiiggvény jellegzetes tipusai és a hozzajuk tartozo adatok szemléltetése.
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F(x) a

8.0. Diszkrét valoszintliségi valtozo jellemzése, eloszlasfiiggvénye

A folytonos, illetve diszkrét valoszinliségi valtozo kozotti leglényegesebb kii-
l6nbség megértéséhez a 37. abra D és B oszlopanak dsszevetése vezethet el ben-
niinket. A valoszinliségi valtozo tovabbra is a baktériumkolonia egyedszamaval
ardnyos szort fény intenzitas mW/m” egységekben mérve, de mig a D oszlopban
elvileg csak végtelen tizedestortekkel megadhatd értékek szerepelnek (folytonos
eset), a B-ben az egy tizedesjegyre kerekitett, diszkrét értékeket adtuk meg (51.
abra).

84,5 85,0

F(x) b
10

85,5

tovabbi
(egyre kisebb) ¢
lépcs6k
n=oo H
0,5

mindkét iranyban

0,0

84,5 85,0

53. abra

Az egy tizedesjegyre kerekitett szort fény intenzi-
tas mint diszkrét valoszintiségi valtozo, 100-elemii
adatrendszerének (a) és a valoszinliségi valtozo-

nak (b) az eloszlasfliggvénye.
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85,5

D B
85,5 rccearccana e 85,5 caecnecraanaeneanan
* <&
T 854 ----- @ et o1
853-------- PR SEREEE o 853 ----q-- Y S L 02
5: N
852 ----® .. PR 852 G- @it 5 02
© PON N R
851 H-------- t’-,-----’-- g 85,1 J-ccmannn- & - 960 -0 § o5
850 - - g% OIS g 8501-4---40- -9+ S O 8
8494-..-. ST +2 0 84,9 @@ rrrennnn *0 % o 4
1]
848d------.-- @ cann- kS 84,8 -c-cvunn-- @ © o1
847--- L. R N Y N U S Grrerennn o 2
84,6 - 846 d--cccmea e abszolut
eredeti - folytonos kerekitett - diszkrét gyakorisag
845 lqrerproe——— 845"
1 5 10 15 20 25 1 5 10 15 20 25
51. dbra

A 37. abra D és B oszlopanak grafikus Osszevetése. A folytonos esetben mind a 25 érték kiilonbozo,
tehat a 39.ab abra szerinti vetités eredményeként mind a 25 érték lathato is marad. A diszkrét esetben
csak 8 kiilonboz6 érték marad, tehat a 25 érték kozott vannak azonosak, igy az adatrendszer jellemzésé-
hez a gyakorisagok ismerete is sziikséges.

A 25-elemii diszkrét adatrendszer eloszlasfiiggvényét a (21) Gsszefiiggés alap-
jén ugyantigy allithatjuk eld, mint a folytonosét, természetesen a gyakorisagok
figyelembevételével (52. abra).

F() D F(x) B G
1,0' n=25 1,0 1 1,0 n=25
o
G
R
S
X
0,51 05 05| &
2 8
= 25
B JrE
¢ 2 25|¥22
252—5 | | 25252—5
0.01 . 0,0 S Y I [
25 lépcséfok 8 Iépcstfok
84,5 85,0 85,5 84,5 85,0 855 845 85,0 85,5

52. abra
Az 51. abran bemutatott adatok eloszlasfiiggvényei (D, B), valamint a B rész relativ gyakorisagai (piros
oszlopok), illetve a ,,megfeleld” hisztogram (sziirke teriilet) (G).

A folytonos ¢és a diszkrét eset kozotti kiilonbség szembetiing. Mig az abra D
részében mind a 25 1épcséfok lathatd, addig a B-ben csak 8. A diszkrét esetben az
eloszlas az adott értékekhez tartozo relativ gyakorisagokkal is egyértelmiien jelle-
mezhetd, ugyanugy, ahogy magaval az eloszlasfiiggvénnyel. Ez a folytonos eset-
ben nem igy volt (lasd a kiilonb6zd hisztogramokat). Amennyiben a hisztogram
készités¢hez sziikséges osztalyokat a kerekitési szabalyoknak megfelelden valaszt-
juk meg, a két reprezentacié nagyfokt hasonldsdgot mutat (52. dbra G rész).

Hogyha a valdszinliségi valtozo lehetséges értékeit tartalmazo halmazbol egyre
tobb elemet valasztunk ki véletlenszertien, akkor a diszkrét esetben (a folytonos
esettel ellentétben; lasd 40. abra) az eloszlasfiiggvény jellege nem fog megvaltoz-
ni. igy a diszkrét valésziniiségi valtozé eloszlasfiiggvénye ugyaniigy 1épcsos
marad, mint a neki megfelel6 adatrendszeré (53. abra). Kiilonbség csak abban
fog mutatkozni, hogy a relativ gyakorisagok szerepét a valosziniiségek veszik at.



Mintafeladat

Valasszuk képzeletben a ,.kockadobas két idedlis kockéaval” jelenséget. Legyen a valoszinliségi valtozo £ =i + k, ahol i illetve
k a dobas eredményei, azaz az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok valamelyike. Eszerint & lehetséges értékei x; = 2-t6l 12-ig barmelyik
természetes szdm. Adjuk meg & valosziniiségi valtozo jellemzését a lehetséges értékek valdszintiségével illetve eloszlasfiigg-

vénnyel.

Megoldas: Felhasznaljuk a kockak fiiggetlenségérdl tanultakat és az idedlis kockara vonatkozo korabbi ismereteinket (36.
abra). Ezek szerint a legkisebb értékili dobés az x; = 2, ami csak akkor jon ki, ha mindkét kockan 1-et kapunk. Hasonloképpen
a legnagyobb értékli dobas az x; = 12, ami csak akkor jon ki, ha mindkét kockéan 6-ot kapunk. A (17) szorzasi szabaly alapjan
mindkét értékhez az 1/36 valdsziniiség rendelhetd. Az x; = 3 és az x; = 11 kétféleképpen is kijohet (1 +2 =2+ 1 = 3;
5+46=6+5=11),igy a valoszinliségek kiszamitasahoz az dsszegzési szabalyt is

figyelembe kell venniink: P(&=3) = P({=11) = 2/36. Ezt a mddszert folytatva a FX)| 7,
1

pj-kre (p; = P(&= x;)) az aldbbi tablazatban adtuk meg az eredményeket: ] —
X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 -
0,51
p;i | 1/36|2/36 | 3/36 [ 4/36 | 5/36 [ 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36 °_°_

0 A
A valoszinliségek ismeretében az eloszlasfiiggvény a (22) definicidés egyenlet ©1234567 8910111298 X
alapjan allithato el6 (abrazolés a fliggéleges szakaszok nélkiil):

Fo | P,
1 °_(;—9_’
F(©,8) ----------- e
— |15
05 e 36
F(6,3) -~ otk
°_°—.
o

23456:7809101M12 X
63 98

54. abra

A valosziniiségek ¢és az eloszlasfiiggvény kapcso-
lata, diszkrét valosziniiségi valtozo esetén a fenti
mintafeladat alapjan.

F(x)
10

0,5

0,0

84,5 850 ! 85 X
fx)

0,0

84,5 850yAx 855 X
Xy X

55. abra

Az fix) valoszinliségsiirliségek szdrmaztatdsa a

Jfolytonos valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvé-

nyébdl, F(x)-bol. A (b) részben a fliggbleges

tengelyt Gigy kell beosztani, hogy a zold teriilet

éppen AF(x) legyen, azaz egyezzen meg az (a)

részben a zold oszlop magassdgdval.

9.0. A valdsziniiségi valtozok tovabbi tulajdonsagai

Az 52.G abran az oszlopok magassaga a relativ gyakorisagokat mutatja, melye-
ket egymas utan Osszeadva megkapjuk az eloszlasfiiggvény megfeleld értékeit.
Hasonl6é médon a fenti mintafeladat abrajan megfigyelhetd, hogy az F(x) eloszlas-
fiiggvény 1épcsdinek magassdga éppen akkora, mint az adott x; értékhez tartozo p;
valdsziniiség. Lathato, hogy a kétféle reprezentacio teljes mértékben megfelel egy-
masnak. Egy lényeges kiilonbség azért van kozottiik: mig a p; valoszinliségek csak
a megfeleld x; értékekhez vannak hozzarendelve, az eloszlasfliggvény minden x-re
értelmezve van. Igy felteheté az a kérdés is, hogy mit jelent az
F(9,8) — F(6,3) kiilonbség (54. abra). Ugy is fogalmazhatunk, hogy mi annak a
valdszinisége, hogy a két kockaval valé dobas eredménye a (6,3; 9,8) intervallum-
ba esik. Mivel ennek a kikotésnek a 7-es, 8-as és a 9-es dobas barmelyike megfe-
lel, de mas dobas nem, ezért a fenti tablazatbol kiolvasva a megfeleld értékeket,
illetve az 54. abra alapjan a 6/36 + 5/36 + 4/36 = 15/36-ot kapjuk eredményiil.

Diszkrét valoszinliségi valtozo esetén a valoszintségek és az eloszlasfiiggvény
kozotti kapcsolatot altaldnosan a kovetkezdképpen irhatjuk fel:

F(b)-Fla)=Pla<é <b)= T PE =), 4)
azaz egy adott intervallumban az eloszlasfiiggvény fiiggvényértékeinek kiilonbsé-
ge adja meg a megfeleld valoszinliséget, €s forditva, a valoszinliségek dsszege adja
meg az eloszlasfliiggvény megfeleld fiiggvényértékeinek kiilonbségét.

Folytonos valoszinliségi valtozo esetén a valosziniiségeket a siirtiségfiiggvény-
nyel is kifejezhetjiik. Vizsgaljuk meg, hogy mi a kapcsolat egy folytonos valdszi-
nliségi valtozo F(x) eloszlasfiiggvénye (40.c abra) és f(x) slirliségfiiggvénye (48.c
abra) kozott. A striségfiiggvényt a relativ gyakorisdagsiiriiségek segitségével ve-
zettiik be, melyeket ugy hataroztunk meg, hogy az adott intervallumon kapott rela-
tiv gyakorisagot elosztottuk az intervallum hosszaval. Ennek mintdjara az F(x)
eloszlasfiiggvény valosziniiségeibdl is meghatarozhatdk a valdsziniiségsiiriiségek
(55. abra).

Elészor valasszuk ki a kivant intervallumot (Ax = x* — xy) majd az eloszlés-
fiiggvény megfeleld fliggvényértékeinek kiilonbségét (AF(x)-et) osszuk el az inter-
vallum hosszaval (Ax-szel). A kapott eredmény az adott feltételek melletti valoszi-
nliségstirtiség, melynek szamértéke nem mas, mint az abran lathaté AB egyenes
meredeksége.

Az igy kapott valoszinliségstlirtiség akkor lesz fiiggetlen az intervallum hossza-
tol (nevezetesen attol, hogy az x¢-hoz hogyan valasztjuk meg x*-ot), ha Ax-szel 0-
hoz tartunk. Ekkor az AB egyenes az F(x) eloszlasfiiggvény A pontbeli érintdjébe
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1 -
FyF----------———- F)

F(b)-F(a)

F@l----------

56. abra
A folytonos valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvé-
nye és striiségfiiggvénye kozotti kapcsolat szem-
léltetése.

c1 =5 dy =1
c, =2 d, =4
c3 =2 d3=6
Cs =8 dy =6

Cs = ds =
Ce = ds =
c7 = d7 =
Cg = dg =
Cg = dg =
cip=2 dip=5
cyy =2
57. dbra

Szamszer(i adatok két adatrendszere (c, d).

58. megjegyzés

Az atlagnak a (30), (31) kifejezésekkel torténd
kiszamitasa olyan, mint a fizikdban a sulypont
helyének meghatarozasa.

Akasszunk egy sulytalan rudra, pontosabban az
adatoknak megfeleld helyekre az abszolut gya-
korisagokkal aranyos sulyokat (vo. 29. abra), és
keressiik meg, hogy hol van a sulypont.

C

b ———— N
-« w

ont

4
+—at—e— N

10300110
abszolut gyakorisagok

6 7
1
N
V: [
130010
gyakorisagok

8 10
1 1

9
!

_. sllypont,
«— o

-

[

O
=4
7
N
=}
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megy at. Mivel xp-at barhol megvalaszthatjuk, ezért minden x-re igaz, hogy:

dF(x)
X)= s (25)
J(x) .
azaz a strtségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivdltja.
Folytonos valdszinlségi valtozora a (24) 6sszefliggés alakja is modosul:
b
F(b)=F(a)=P(a<& <b)= [f(x)dx, (26)

ahol az 6sszegzés helyére a megfeleld integrdl keriil (56. abra).

Ezek szerint annak a valdszinlisége, hogy az adott F(x) eloszlasfiiggvénnyel,
vagy flx) striiségfliggvénnyel jellemzett folytonos valoszinliségi valtozd lehetsé-
ges értekei koziil egyet véletlenszerlien kivalasztva a kapott érték éppen az adott
(a,b) intervallumba essen, megegyezik:

1. az F(x) eloszlasfiiggvény b illetve a helyen vett fliggvényértékeinek kiilonb-
ségével, valamint

2. az flx) strGségfiiggvény (a,b) intervallumra esé gorbe alatti teriiletével.

Amennyiben b = o és a = —o, az csak annyit jelent, hogy a kivalasztott érték
valahol van, ami egy biztos esemény, ezért ennek valoszinlisége 1.

10.0. Adatrendszer és valosziniiségi valtozé szamszerii jellemz6i

A stiriségfiiggvény bevezetésénél lathattuk, hogy annak kvalitativ jellegzetes-
ségeire, alakjara csak akkor kovetkeztethetlink, ha a valdsziniségi valtozot elég
sokszor megfigyeljiik, azaz elég sok adatot gytijtiink (50. abra). Ezek a jellegzetes-
ségek példaul az egy pup vagy tobb plp, a szimmetria, vagy a pupok helye és sz¢é-
lessége. A tovabbiakban olyan kvantitativ jellemzoket keresiink, amelyek kevés
adat esetén is lehetGséget nytjtanak arra, hogy ezeket az ismérveket valahogy be-
mutassuk. (A tovabbiakban az A, illetve V jelolés arra utal, hogy a jellemz6 az
adatokra, vagy a valoszinliségi valtozora vonatkozik.)

A szamolasok egyszeriibb elvégezhetdsége végett tekintsiik az 57. abran feltiin-
tetett két adatrendszert (c, d). Az els6 (c) n = 11, a masodik (d) n = 10 adatot tartal-
maz. El6szor adjuk meg azokat a szamszerii jellemzoket, amelyek azt mérik, hogy
hol van az adatrendszer, illetve az eloszlés ,,kdzepe”. A korabbi tanulmanyokbol
mar tudhatjuk, hogy k6zépbdl tobbféle is van, ezért itt is tobb definici6 adhato.

1A4. atlag, vagy szamtani kozép:

-1
X=—) X. 27
noiz
A két konkrét esetben:
E:5+2+2+8+1+9+5+5+3+2+2:4, 28)
11
g:l+4+6+6+211;1+2+9+6+5:4’2' (29)

Nyilvanvaldan ugyanerre az eredményre jutunk, ha az adatokat el6szor csoporto-

sitjuk,

cs=1, ea=c3=cip=c11=2,2,2,2, c9=3, ci=c7=¢3=5,5,5, c4=8, ¢5=9;

di=ds=1,1, ds=d,=2,2, d»=4, diy=5, ds=ds=dy=6,6,6, dg=9,

majd az 0sszegeket az abszolut gyakorisdgok figyelembevételével irjuk fel (58.

megjegyzés):

1 1+4-2+1-3+3-5+1-8+1-9
11

4, (30)

o1

2 142:241-441-543-641.9
10

Ul

42. 31)

>




59. megjegyzés Altalanosan:

Az el6z6 mintafeladatban (,kockadobas két L
idealis kockaval”) szereplé & =i + k valoszinii- Z k X n m
ségi valtozo varhatoértékét a (33) formula segit- ; _j=l lz Ex. = Zﬁ x
ségével egyszerlien meghatarozhatjuk. oo n T n 7, (32)
k. J=1 J=1
A megfeleld x; és p; parok ismertek: = J
=
m
Xj by X P . , , . . s 1m1L £ —
ahol a k; egylitthatok az abszolit gyakorisagokat jelolik és Zk j=n.
2 1/36 2/36 j=1
3 | 2136 6/36 A (32) sszefliggésben azt is megfigyelhetjiik, hogy a kiilonbz6 x;-k egyiittha-
4 | 336 12/36 t61 végsd soron a ki/n relativ gyakorisagok lesznek.
5 4/36 20/36
6 | 536 30/36 Ennek mintdjara és felhasznalva azt, hogy a nagy szdmok térvénye (lasd 7. ol-
7 | 636 42/36 dal) 6sszekapcsolja a relativ gyakorisagokat a valoszintiségekkel, megadhatjuk egy
8 | 536 40/36 & valoszinliségi valtozora, illetve annak eloszlasara vonatkozo hasonld jellemz6t
9 | 436 36/36 is.
10 | 3/36 30/36 1V. A &varhatoértékét diszkrét esetben az
11 | 2736 22/36 m
12 | 136 12/36 EE) = ijxj (33)
Y 252736=7 Jj=1
Igy &varhatoérteke, £(S) = 7. formula adja meg, ahol az x;-k jeldlik & lehetséges értékeit, és a p;-k az ezekhez

tartozo valdsziniiségeket (59. megjegyzEs).

A folytonos esetben

©

E©)= [xf(x)dx, (34)

—0

ahol x jeloli & lehetséges értékeit, és flx) a & slrliségfiiggvényét. (Formalisan az
flx)dx szorzat felel meg a valoszintiségeknek, és az egyszerii 0sszegzes integralla
modosul.)

2A.V. Egy masik lehetséges ,,kdzép” a median (itt Me-vel jeldljiik), amelyet —
mind az adatrendszerre, mind a valoszinliségi valtozora vonatkozdan — a legegy-
szeriibben az eloszlasfiiggvény segitségével lehet megadni (60. abra). A median az
az érték (vagy értékek), amelyre:

1
60. dbra F(Me)=— - (3%5)
A median szemléletes jelentése (folytonos valo- 2
sziniiségi viltozéra bemutatva): az az osztéérték, 3A.V. A tovébbi osztoértékeket altalanosan kvantiliseknek nevezziik. Ezek le-

amely a slrlségfiiggvényt két egyforma teriiletii

részre osztia. hetnek pl. harmadolo, negyedeld, 6t6dold, tizedeld vagy akar szazadold értékek,

amelyek név szerint rendre a tercilisek, kvartilisek, kvintilisek, decilisek,
percentilisek. Ezek szerint pl. az als6 (Q1), a kozépsé (Q2 = Me), illetve a felso
(Q3) kvartilis definicidja a kovetkezo:

F(Q2)=F(Me) =

F(Ql) = : F(Q3):% : (36)

N | —

1
4 >
Mintafeladat

Hatéarozzuk meg az 57. dbran bemutatott ¢ adatrendszer kvintiliseit (K) és a d adatrendszer kvartiliseit (Q)!

Megoldas: Készitsiik el a két adatrendszer eloszlasfiiggvényét (1épcsofiiggvény abrazolasban), majd olvassuk le a megfeleld
értékeket.

F(x) c d

¢ eset: 1 F(>1<)

K1=K2=2; K3=K4=5. 4 _ TJ _
d eset: ° g %

Q1 =2; 4<Q2<5; Qg3 =6. %
Erdekesség, hogy a c esetben a két-két 2 J % _‘[=T_
kvintilis megegyezik, tovabb4, hogy a d eset- ) 1
ben a kozépsé kvartilis egy nyilt intervallum 1 ] %
barmelyik eleme lehet, amely éppen két > T
egyenld részre osztja az adatokat, tehat 5-5 o I 0 +—
adatot valaszt el. 0123456 7891X 0123456738910 X
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(x)

Mo Mo2 X

61. abra
Egy kétptpu stiriiségfiiggvény moduszai.

62. megjegyzés
a) Mivel az adatok atlagos eltérése az atlagtol
mindig nulla:

L VO R N
;‘Z:I:(x,—x)—n;xi nnx (VI

ez a mennyiség nem alkalmas az adatok szoro-
daséanak jellemzésére;

b) hasonloképpen a varhatoértéktdl vald eltére-
sek véarhatoértéke:

EE-EE)=0.

Mintafeladat

4A4. Az 50. abran, ahol a strtségfiiggvények jellegzetes tipusait mutatjuk be,
megkiilonboztetiink egypupu és tobb pupt fliggvényeket. Az egypupuakat tekintve
azt mondhatjuk, hogy a plp helyének a kornyékén a valosziniiségi valtozé megfi-
gyelt értékei (azaz a megfeleld adatok) igen gyakran fordulnak eld. Ezt alapul véve
egy Ujabb ,,k6zEép” megadasara nyilik lehetdség.

Ha az adatrendszerben vannak azonos értékii elemek, akkor azt, amelyikbdl a
legtobb van (leggyakoribb érték) az adatrendszer moduszanak nevezziik (itt Mo-
val jeldljik).

4V. A médusz diszkrét esetben a valosziniiségi valtozo lehetséges értékei koziil

a legvaloszintibb:
P(Mo) =max (37)

A folytonos esetben a stirliségfiiggvény lokalis maximum helyével adhaté meg:
Jf(Mo) = max (38)

ami azt jelenti, hogy ennek a helynek (Mo) a kornyékén a legvaloszinlibb a valo-
szinliségi valtozé megfigyelt értékeinek az eléfordulasa. Amennyiben lokalis ma-
ximumbdl tobb is van, akkor multimodalis (t6bb plpt) stirliségfiiggvényrdl beszé-
liink (61. abra).

A kiilonbozo ,.kozepek” utan nézziink egy mas fajta jellemzot, ami azt adja
meg, hogy mennyire szorédnak az adatok, illetve, hogy milyen széles az eloszlas.

5A. Az adatrendszer legnagyobb és legkisebb elemének az eltérése az adat-
rendszer terjedelme:

T'=x,,—X 39)

min >

6A.V. Tovabbi, mas fajta ,terjedelem” is megadhat6 az osztoértékek segitsége-
vel. Ilyen példaul az interkvartilis terjedelem, ami a felsé és az alsé kvartilis kii-
lonbsége:

10T =03-01. (40)

7A. Az adatrendszer atlagatdl vett négyzetes eltérések dtlagdt az adatrendszer
szorasnégyzetének (vagy variancidjanak) nevezziik (62a. és 63a. megjegyzések):

1 n
5.0 ==>(x,-%); (41)
ni5

ennck négyzetgyoke pedig az adatrendszer szorasa:

s, = ,/li(x,- -%)° . (42)
nio

7V. A (41) Osszefiiggés mintdjara, felhaszndlva a varhatéérték (33, 34) defini-
cioit, a & valosziniliségi valtozdora vonatkozdan is megadhatunk egy hasonld jellem-

Mutassuk meg az atlag minimum tulajdonsagat, nevezetesen azt, hogy amennyiben a szorasnégyzet (41) képletében az X
helyére barmilyen mas értéket irunk, akkor a kifejezés értéke ndvekszik.

Megoldas: Tekintsiik x"-ot valtozonak és irjuk ¥ helyére, majd keressiik x -nak azt az értékét, amely a kifejezést minimali-

—Z(x— ) = Z(x —2xx +x )— Zx @

zalja.

Felhasznalva az Ax "> + Bx” + C = 0 alakli masodfoku egyenletek megoldo képletét: X1 =

—B++/B? 4A
24 ’

illetve azt, hogy a gyokok a szélséértékre (esetiinkben, mivel 4 > 0, ezért minimumra) nézve szimmetrikusak, ezért:

*

24

_B . . . * =
X min = VR A bekarikazott egylitthatokat leolvasva: 4 = 1, B-re pedig éppen a az atlag —2-szerese adodik, igy x i, = X .



63. megjegyzés

a) Az adatrendszer szorasnégyzetének kiszami-
tasahoz a (41) Osszefliggésen kiviil egy egysze-
riibben hasznalhatot is megadhatunk, ha felhasz-
naljuk az el6bbi mintafeladat eredményeit.

A végso kifejezésben szerepld elsé tag nem
mas, mint az adatok négyzetének atlaga:

IS 3
Iy
noo

A masik két tag pedig x" = X helyettesitéssel,
az Osszevonas elvégzése utdn nem mas, mint az
atlag négyzetének —1-szerese, igy:

, 1T o T3 2
s_;:—Z(x,—x)'=x—x .
nig

b) Altalanosan a

‘l n
150
noig

kifejezést az adatrendszer k-adik momentuma-
nak, a

1 —
;;(xﬁx)

kifejezést pedig az adatrendszer k-adik centralis
momentumanak nevezik.

c) Ezeket a mennyiségeket — a varhatoértek
valtozokra is meg lehet adni. Ezek szerint a
varhatoérték az els6 momentum, a variancia a
masodik centralis momentum, ami a fentiek
alapjan a kovetkezoképpen is felirhat6:

Var()=E@E*)-E*©) .

A harmadik momentummal az eloszlas ferdesé-
ge, a negyedik momentummal az eloszlas csu-
csossaga (lapultsaga) jellemezheto.

65. megjegyzés
a) Az (;lj (n alatt az x) szimbolum egy szam,

amely azt adja meg, hogy hanyféleképpen lehet
n kiilonb6zo elembdl x kilonbozét kivalasztani
ugy, hogy a sorrendjiikre nem vagyunk tekintet-
tel; értékeit n = 6-ig bezardlag az alabbi tablazat
mutatja:

X
Of1] 2] 3| 4/5]6
1111
211]2

n313

41114 4] 1
511]156[(10]10] 5
61]16[15]20]|15]6 (1

b) A faktorialis definiciojanak ismeretében:

{nj .
x) (n-x)lxl’

ahol pl. 5 faktorialis = 5!=1-2-3-4-5=120.

z0t, a varianciat (vagy szorasnégyzetet) (62b. 63c. megjegyzések):

var(€)=E[E-E©)]. 43)

Még tovabbi jellemzok is megadhatdk, olyanok, amelyek az 50. abran 1évd
striségfiiggvényeken is megfigyelhet6 alaki sajatsagokat kdzvetleniil tiikrozik:
ferdeség, csucsossdag (lapultsag); de ezekre itt nem tériink ki.

10.1. A szamszerii jellemzok attekintése és 6sszehasonlitasa

Mindezeket legszemléletesebben a stirliségfiiggvény segitségével tudjuk bemu-
tatni. A 64. abran feltiintettiik egy valdszinliségi valtozo Osszes eddig bevezetett
szamszerl jellemzG6jét. (Mivel a terjedelem csak adatrendszerre van definialva,
ezért nem szerepel az abran.)

Mo
A f {Ie
) -
AV\A@)
A
YT
Var(&)
P
QT
X
64. dbra

Egy valosziniiségi valtozo legfontosabb szamszeri jellemz6i a stiriiségfiiggvényén bemutatva.

Bar szimmetriara, illetve alaki sajatsagokra vonatkozo kozvetlen jellemzdket
nem adtunk meg, a meglévok felhasznalasaval ilyenekre is tudunk kdvetkeztetni.
Egyptpt szimmetrikus siiriiségfliggvény esetén példaul:

EE)=Me=Mo . (44)

Jobbra elnyujtott esetben (lasd 64. abra) Mo < Me < E(&), balra elnyujtott esetben a
forditott egyenl6tlenség igaz. (A lapultsdgra, cstcsossagra a kiilonb6zo
interkvantilis terjedelmek 6sszehasonlitasabol kdvetkeztethetiink.)

11.0. Nevezetes eloszlasok, matematikai modellek
Diszkrét eloszlasok

Az egyenletes eloszlast az idedlis kocka esetében mar megbeszéltiik (36. abra),
amit itt csak a szamszert jellemzokkel egészitlink ki. A (33) és (43) Osszefiiggések
felhasznalasaval:

E(<§)zé(l+2+3+4+5+6)=3,5; Var(£)~2,92;  (45)

és a 35. illetve 36. abrakrol leolvasva:

3<Me<4, Mo = x;, minden i-re. (46)

Binomialis eloszlas (Bernoulli-eloszlas, vagy ismételt alternativak eloszlasa).
Maradjunk az idedlis kocka eseténél, de most azt a kérdést tessziik 61, hogy mi a
valdszintisége annak, hogy mondjuk 5 megismételt (egymastol fiiggetlen) dobas
soran egyszer sem jon ki 6-os. Altaldnosabban fogalmazva: annak a valoszintiségét
keressiik, hogy egy jelenség n-szeri megismétloddésekor (n-szer megfigyelve) ép-
pen x-szer kovetkezik be a p valosziniiségli 4 esemény. Az (n,p) paraméterti elosz-
last az alabbi formula adja meg:

PE =x)= [xj pra-p), “7)

ahol a jobb oldal elsd tényezdje a megfelelé binomialis egyiitthatd (65. megjegy-
7¢€s).
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Jakob Bernoulli (1654-1705), svajci matematikus.

67. megjegyzés

a) A varhatoérték (48) formulaja konnyen érthe-
tévé valik, ha arra gondolunk, hogy kb. 6 doba-
sonként varunk egy hatost.

b) Azt is megfigyelhetjiik, hogy kis valdosziniisé-
gl események esetén (1-p) = 1, ami azt jelenti,
hogy a variancia (49) kifejezése gyakorlatilag
megegyezik (48)-cal, azaz a variancia majdnem
ugyanakkora, mint a varhatoérték.

Siméon Denis Poisson (1781-1840), francia mate-
matikus és fizikus; nevének érdekessége, hogy a
poisson halat jelent, melyek eloszlasa példaul egy
halastoban éppen Poisson-eloszlassal irhato le.

69. megjegyzés

Szamlalokamras eljarasok

A szamlalokamrak kiilonlegesen kiképzett mik-
roszkopi targylemezek, amelyeken ismert tertile-
tli beosztas talalhato. A fedélemez feltételével
meghatdrozott magassagli réteg keletkezik és
emiatt a beosztasban elhelyezked$ folyadék
térfogata jol meghatarozott.

Ez a moédszer hasznalhatd példaul vorosvértest
koncentracié meghatdrozasra is (Biirker-kamra).

26

Han =35, p =1/6, akkor P(¢=0) = 1:(1/6)°-(5/6)° = (3125/7776) ~ 0,40188. A
tobbi x-re P(& = x) az alabbi tablazatban foglaltak szerint valtozik:

X 0 1 2 3 4 5
P 0,40188)0,40188]0,16075|0,03215| 0,00321 | 0,00013

Szemléltetésiil vagy a valoszinliségek ,pélcika”, vagy az eloszlasfiiggvény
,,1épcsOs” reprezentacidja hasznalhato.

P F
X
i )
n=5 084 I
1 : _
P=% 061 n=5
' =1
0,4 P=%
02
o1 1 P —
0 1 2 3 4 5 X 0 1 2 3 4 5 X
66. abra

Az (5, 1/6) paraméterekkel jellemzett binomialis eloszlas szemléltetése kétféle modon (mig x diszkrét,
x" folytonos véltozo).

Az closzlas szamszert(i jellemz6i (67. megjegyzé€s):

E(E)=np; esetiinkben = % ~0,833; (48)

Var (&) =np(1- p); esetiinkben = % ~ 0,694 ; (49)

N |

a median és a moduszok az abrakrél leolvashatok:

Me=1; Mol=0; Mo2=1. (50)

Bar a Poisson-eloszlas egy fiiggetlen, 6nallé matematikai modell, legegysze-
riibben gy juthatunk hozza, ha megkeressiik a binomialis eloszlasnak azt a hatar-
esetét, amikor n — oo, p — 0, mikdzben np = A véges érték marad. Ennek eredmé-
nye a A paraméter(i Poisson-eloszlas:

A5

PE =x)= ;e , (x=0,1,2,...) (65b. megjegyzés). (51)

= F(x")
021 1'
0,8
A=3 A=3
0,6
0,11
0,4
| 0,2
0 | | I L . . r r . . . r r .
012345678 910X 012345678910 X"

68. abra
A 2 =3 paraméterii Poisson-eloszlas szemléltetése kétféle modon (x diszkrét, x* folytonos véltozo).

Itt az egyetlen paraméter A a varhatoértékkel és a varianciaval is megegyezik (vO.
67b. megjegyzes):

E¢&)=Var(&)=A1; esetiinkben=3; (52)
a median és a moduszok itt is leolvashatok az abrakrol:
Me=3 ; Mol=2; Mo2 =3 . (53)

Példaként felhozhatjuk a radioaktiv preparatumban adott id6 alatt elbomlé atomok
szamat, mint valoszinliségi valtozot, ami jol modellezhetd Poisson-eloszlassal.
Hasonloképpen jo példanak szamit az adott térfogatban 1évd részecskék szama,
mint valoszinliségi valtozo (69. megjegyzEs).



72. megjegyzes

Lathatjuk, hogy az exponencialis eloszlas stirii-
ségfuggvényének (57/1) kezdeti értéke éppen A,
hiszen x = 0 esetben

F@=2e" =2,

ami egyben a maximalis érték is, tehat Mo = 0
(vo. 71/1. abra).

Amennyiben x helyére 1/1-at irunk, akkor a
kitevé éppen —1-gyel egyenld, tehat fx) = A/e.

Me meghatarozasahoz a szokasos F(Me) = 0,5
egyenlet megoldasa vezet. Az eloszlasfiiggvény
(57/2) kifejezését atrendezve kapjuk az

—A-Me A-Me
o hMe e _»

=0,5 ,illetveaz ¢

egyenletet, majd a két oldal természetes alapt
logaritmusat véve Me egyszerii osztassal meg-
kaphato.

Folytonos closzlasok

Az egyenletes eloszlast a diszkrét esetben mar megbeszéltiik (15.oldal), illetve
kiegészitettiik (25. oldal). Nézziik meg milyen kiilonbségek szarmaznak abbol, ha
a valoszinliségi valtozo folytonos. Milyen az (a,b) paraméterii egyenletes eloszlas?

Szemléltetésiil a stiriségfiiggvényt és az eloszlas fiiggvényt hasznaljuk.

f(x) F(x)
0.5 11 . »
a=05
h=45
025 -
' b-a 0,5
a=05
h=45
S 01 2 3 4:'5 X S 01 213 4is5 X
a b a Me b
70. abra

Az (a=0,5; b =4,5) paraméterii egyenletes eloszlas szemléltetése kétféle modon.

fix) = 0 az (a,b) intervallumon kiviil, azon beliil pedig nullatol kiilonboz6 allando
érték, éppen akkora, hogy a gorbe alatti teriilet 1 legyen. Ennek megfeleléen F(x)
linearis fiiggvény az (a,b) intervallumban, tovabba F(x) =0, hax < a és F(x) =1,
ha x> b.

Az eloszlas szamszeri jellemzo6i:

E¢&)= aT+b; esetiinkben=2.5; (54)
N2
Var (&) = %; esetiinkben = % ~1,33; (55)
a median és a moduszok az abrakrol leolvashatok:
Me=2,5. 0,5<Mo<4,5 . (56)

Egy iires teremben a slirliség vagy a hdmérséklet eloszlasa (az ablakoktol és a fitd-
testektol ,,tavol”) jol modellezhetd folytonos egyenletes eloszlassal.

A (diszkrét) Poisson-eloszlashoz hasonléan az exponencialis eloszlasnak is
csak egy paramétere van, amit rdadasul szintén A-val szokas jeldlni, de ennek je-
lentése — mint latni fogjuk — egészen mas. Az exponencialis eloszlas siiriiségfligg-
vénye, illetve eloszlasfiiggvénye:

f(x)=Ae™; F(x)=1-e™. (57)

Ezeket szemléltetjiik az alabbi abran.

fx) F(x)

21 1]
I =2 05 =2
e
0 1 1 2 X 0 Me 1 2 X
A

71. dbra

A A= 2 paraméter(i exponencialis eloszlas szemléltetése kétféle modon.

Az eloszlas szamszert jellemz6i (72. megjegyzés):

E¢&)=Var&) = %; esetiinkben=10,5 ; (58)
In2 . ) _
Me = 0 esetiinkben ~ 0,35 ; Mo=0 . (59)
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73. megjegyzés
A gerjesztett allapotban 1évé atomok szamanak
az id6tol valo fuggését kétféle modon is felirhat-
juk:
L £

N=Ne "=N,27 ,
ahol 7 az atlagos élettartamot, 7 pedig a felezési
id6t jeloli. A ketté kozotti kapesolat: 7= In27
vagy 1/z = A helyettesitéssel 7' = In2/4 (vo.
(59/1)). Ezutan, ha kifejezziik az alapallapotba
visszatérd elektronok aranyat 1-(N/Ny)-t, akkor
az exponencialis eloszlasfiiggvényhez jutunk.
Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a t = 7
a varhat6értéknek, a ¢ = T a mediannak, a ¢t = 0
pedig a modusznak felel meg.:

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), német matema-
tikus és fizikus.

P
0,4
B binomialis (20;0,05)
0,3
B Poisson (1)
0,2
0,1

01 2 3 4 5 86 X

75. dbra

Az n =20, p = 0,05 paraméterii binomialis és az
np = A =1 paraméterii Poisson-eloszlas hasonlo-
saganak szemléltetése.
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Radioaktiv bomlas sordn az egyes atomok élettartama, vagy gerjesztés utan a
gerjesztett allapotot elhagyd elektronok varakozasi ideje jol modellezhetd expo-
nencialis eloszlassal (73. megjegyz€s).

A leggyakrabban hasznalt eloszlas a normalis eloszlas (vagy Gauss-eloszlas).
Ezt az eloszlast két paraméter jellemzi (u és o), stiriiségfliggvénye pedig a kovet-
kez6:

1 7<x—y2)3
f(x)zﬁe A (60)

Ez a matematikai kifejezés az eddigieknél bonyolultabbnak tiinik, de valdjaban
nem mas, mint az

fx)=e™ (61)
figgvény, né¢hany allandoval kiegészitve. (Az eloszlasfliiggvény mar 1ényegesen
bonyolultabb — a (26) 6sszefliggés szerint a (60) stirliségfiiggvény integralja — igy
azt itt nem is irtuk fel, de grafikonon bemutatjuk.) A stiriségfiiggvényt és az elosz-
lasfliggvényt a 74. abra szemlélteti.

f(x) F(x)
0,21 11
p=3
0,1 05 o=2
‘f—/ : > ] . . .
5 0 usb 15 X 50 pe5 10 15 X

74. abra
A p=3, o=2 paraméterii normalis eloszlas szemléltetése kétféle modon.

Az eloszlas szamszeri jellemzoi:

E(&)=u = Me= Mo; esetlinkben=3; (62)
JVar(§) =o; esetiinkben =2 ; (63)

Igen sok esetben hasznalhatunk modellként normalis eloszlast, aminek okara
még visszatériink (vo. 11.1. rész és 77. megjegyzes). Csak egy példat emlitve, egy
sejtkultiraban a sejtek karakterisztikus linearis mérete (példaul a leghosszabb at-
mérd), mint valoszinliségi valtozo ilyen.

11.1. A normalis eloszlas Kitiintetett szerepe

Mivel a Poisson-eloszlast a binomialis eloszlas hatareseteként vezettiik be, nem
meglepd, ha kis p értékek esetén, np = A helyettesitéssel ez a két eloszlas nagyon
hasonld. Anélkiil, hogy a probléma matematika hatterének részleteibe betekinte-
nénk, csupan a 75. abra alapjan megfigyelhetjiik, hogy példaul p = 0,05 esetén a
hasonl6sag szembetiind.

Ha azonban p ndvekszik, a binomialis eloszlas csak p = 0,5-ig szélesedik, utana
keskenyedik, ugyanis Var(&) = np(1-p) akkor maximalis, ha p = (1-p), (mivel azo-
nos keriiletli téglalapok koziil a négyzet a maximalis teriiletll). Ezzel szemben A
novekedtével a Poisson-eloszlas egyre szélesebb lesz, hiszen Var($) = A. Ennek az
a kovetkezménye, hogy nagyobb p értékek esetén a hasonlosag is megsziinik. A
76. abran bemutatott binomialis eloszlas abban kiilonbozik a 75. dbran bemutatot-
t6l, hogy p-t 0,05-r6l 0,4-re noveltik. Igy Var(Epimomiais = 4.8, mig az ennek
megfeleld” Var(E)poisson = 8, ami az abran is megfigyelhetd.

Belathato, illetve esetiinkben megmutathatd, hogy mindkét eloszlas jol kozelit-
het6 egy-egy normalis eloszlassal, melyek varhatoértéke azonos (1 =np = 1), de
szélességilk, pontosabban a szérasuk kilonbozd (O yomais = A PP(1=P) ,

O poisson = V2 ) (76. 4bra). igy a folytonos normilis eloszlas siirfiségfiiggvényébél
diszkrét eloszlasok valosziniiségeit becsiilhetjiik meg, mivel a diszkrét esetek egy-
ségnyi 1épéskdzei miatt a teriilet és a magassag szamértéke megegyezik.



0,2

“
, B binomialis (20;0,4)
B Poisson (8)

0.1 ; n -o- normalis (8;v4,8)

- o - normalis (8;J§)

01 2 3 45 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 X

76. bra
Az n =20, p = 0,4 paraméterii binomialis és az np = A = 8 paraméter(i Poisson-eloszlas, valamint a
nekik megfeleld normalis eloszlasok szemléltetése.

77. megjegyzés A normalis eloszlas kiemelkedd jelentGségére a valdsziniiségszamitas egyik
Ezzel magyaréazhato tSbbek kozott az a tapaszta- nevezetes tétele, a centralis hatareloszlas tétel mutat ra. Matematikailag, de nem a
lat is, hogy a természetben elSforduld valtozok szokésos precizitissal ez a kovetkezdt jelenti: ha sok fiiggetlen valoszintiségi
jelent6s része normalis eloszlassal jol modellez- R £, e . P - P e eevs . ..
valtozot osszegziink, akkor elég altalanos feltételek teljesiilése esetén az 6sszeg

hetd. X A h ;
Vegyiik példaul a testmagassigot, mint valoszi- normalis eloszlasi valészintiségi valtozo lesz (77. megjegyzés). Bar ezt a tételt

niiségi valtozot, amelynek eértékét rengeteg sem kivanjuk bizonyitani, azt azért megmutatjuk, hogy a tételben szerepld 6sszeg-
véletlenszerii hatés — azaz fiiggetlen valésziniisé- z0 hatas eredménye viszonylag milyen hamar érvényre jut (78. abra).

gi valtozd — OsszegezGdése hatarozza meg s . o .

(példaul a taplalkozas sok dsszetevéie, a geneti- Elevenitsiik fel a ,kockadobas két idedlis kockaval” feladatot (21. oldal),
kai tényez6k stb.), akkor a centralis hatareloszlas amelybdl az deriilt ki, hogy mig az egy kockaval valé dobas eredménye mint vald-

tétel értelmében azt mondhatjuk, hogy ennek a o7 iniise0i valtozo egyenletes eloszlasa (36. abra), addig a két kocka esetén kapott
valosziniiségi valtozonak jo kozelitéssel norma-

lis eloszMstinak kell lonnic, ami tapasztalataink- Osszeg 2—7-ig egyenletesen novekvd valosziniliségli, majd 7-12-ig szimmetrikusan,
kal is egybevag. egyenletesen csokkend. Igy az egyes értékekhez tartozo valdszintiségeket abrazol-
va, azok haromszogszeriien valtoznak.

Hasonld eredményt kapunk a folytonos esetben is. Tekintsiik a (0,1) interval-
lumban folytonos egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozot, amelynek slriiség-
fiiggvénye a 78a. abran lathato. Ha két ilyen valtozot 6sszeadunk, és ezek fliggetle-
nek (1asd: kockadobas két kockaval), akkor az 6sszeg, mint 0j folytonos valdszini-
ségi valtozo stirliségfiiggvénye — a diszkrét esethez hasonldan — egyenldszaru ha-
romszodget formaz (78b. abra).

Harom ilyen valtozo6 6sszegének stirliségfiiggvénye mar olyan (parabolaivekbdl

Osszerakott) ,,haranggdrbét” mutat, amely szemre nagyon hasonlit a normalis el-
oszlas stiriségfiiggvényéhez (78c. abra, Mintafeladat).

fx) a fx) b fx) c
1 +— 11 11 normalis
08 1 08 1 08 1 -~
06 1 06 1 06 1
04 1 04 1 04 1
021 021 021
0 05 1 15 2 :2',5 3 X 0 05 1 15 2 25 w7 x o 05 1 15 2 25 3 >X
78. abra

A centralis hatareloszlas tételben szerepl6 6sszegz6 hatas érvényre jutasanak szemléltetése. a: a (0,1) intervallumban folytonos egyenletes eloszlasu valoszini-
ségi valtozo stirliségfliggvénye; b, c: 2 illetve 3 ilyen fliggetlen valtozd Osszegének stirliségfliggvénye. A ¢ dbran a normalis eloszlas striiségfliggvényét is
feltlintettiik szaggatott vonallal.

Mintafeladat
Mutassuk meg, hogy a ,,kockadobas harom idedlis kockaval” probléma valdsziniségei haranggorbeszertien valtoznak!

Megoldas: Az konnyen belathat6, hogy a ,,kockadobas két idealis kockaval” problémahoz hasonléan ez az eloszlas is szim-
metrikus lesz, hiszen minden dobaseredmény-harmasnak megvan a parja: példaul (111;666) vagy (112;665) stb. 1+1+1=3-at
csak 1-féleképpen lehet dobni, 4-et 3-féleképpen (4=2+1+1 és a 2-es mind a 3 kockéan kijohet), 5-6t 6-féleképpen
(5=14+2+2=3+1+1 ¢és az l-es, illetve a 3-as is mind a 3 kockan kijohet). Azt mar nehezebb belatni, hogy 9-et 25-féleképpen,
10-et pedig 27-féleképpen lehet dobni, de a kiilonbség oka az, hogy mig a 9=3+3+3 dobas csak 1-féleképpen, addig a
10=3+3+4 dobas 3-féleképpen johet ki. Lathatjuk, hogy ebben a sorozatban 1, 3, 6,..., 25, 27 a ndvekmények (3—1=2; 6-3=3;
..., 27-25=2) — a haranggorbe alakjanak (felszallo aganak) megfeleléen — névekvo majd csokkend tendenciat mutatnak.
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79. abra

Két folytonos valdszinliségi valtozd (& és n)
egylittes eloszlasanak szemléltetése az egyiittes
striiségfliggvénnyel (térben, illetve az xy sikra esé
mer6leges vetiilettel abrazolva).

a) & és n fliggetlen valtozok, mert példaul a kiilon-
boz06 y helyeken az x tengellyel parhuzamos met-
szetgdrbék paraméterei megegyeznek a vetiiletel-
oszlas paramétereivel (1 és o) és csak a gorbék
alatti teriilet valtozik. Megfigyelhetd, hogy a piros
gorbe mentén x,.x = 14 = 15, allando érték.

b) & és n nem fiiggetlen valtozok, mert itt példaul
az elébbi x,, helyek eltolodnak, ha y valtozik.
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12.0. Két valosziniiségi valtozo egyiittes eloszlasa,
feltételes eloszlasa, fiiggetlensége

Vannak esetek, amikor két (vagy tobb) adat egyiittesen sziikséges valaminek a
jellemzéséhez. Példaul az, hogy valaki kovér vagy sem, nem donthet6 el csupan a
testsulya alapjan, mert tudjuk, hogy a testmagassag is szdmit. Ilyenkor a megfeleld
valdsziniségi valtozokat is egyiittesen kell vizsgalnunk. Nem elegendé példaul
kiilon-kiilon ismerniink az eloszlasukat, mert igy nem kapunk felvilagositast a
kozottik 1évé esetleges kapcesolatrol (mondjuk példaul arrol, hogy a nehezebb
emberek altalaban magasabbak is). (A kdvetkezékben az egyszeriibb szemléltetés
kedvéért normalis eloszlasu valtozokat hasznalunk, de a kapott eredmények mas
eloszlasu valtozokra is igazak).

Legyen & és n (éta) akarmilyen valosziniiségi valtozo, a (22) Osszefiiggés
mintjara értelmezhetd az egyiittes eloszlasfiiggvényiik a kovetkez6képpen:

F(x,y)=P@E <x,n<y) . (64)
Folytonos esetben ebbdl derivalassal megkaphatjuk az egyiittes stirliségfiiggvényii-
ket fix,y)-t is (79. abra).

Az egyiittes eloszlas egyértelmiien meghatarozza a kiilon-kiilon vett valoszinii-
ségeloszlasokat, a peremeloszlasokat vagy vetiileteloszlasokat. Ha Fi(x) a &, F»(y)
pedig az 7 eloszlasfiiggvénye, akkor:

£ (x) = F(x,0)

F()=F(,)
azaz F(x,y)-nak az y illetve a x tengellyel parhuzamos ,végtelenben” vett
metszetei. Ha az egyiittes eloszlas folytonos, akkor a (25) 6sszefliggés alapjan & és
n surliségfiiggvényei, fi(x) és fi(y) is megadhatok. Ha ismerjik ezeket a
figgvényeket is, akkor bevezethet6k a & valdsziniiségi valtozé n = y feltétel

melletti, valamint az 7 valoszinliségi valtoz6 & = x feltétel melletti feltételes
stirliségfiiggvényei:

(65)

_JS(xy) _JS(xy)
hxly)= ) L [x) 100

Ezek a fliggvények az fx,y) egyiittes stirliségfiiggvénynek a feltételben megadott
helyeken vett — az x, illetve az y tengellyel parhuzamos — metszetei (lasd példaul a
sarga gorbét, f(x,11)-t a 79. abran) elosztva a megfeleld normalasi faktorral.

Mint az abran is lathatd, az f{x,p) tipust fiiggvények mar ,sirtiségfiiggvény-
szertiek”, de nem normaltak, ami kdzvetleniil latszik abbol, hogy a gorbék alatti
teriilet eltérd. Emiatt sziikséges a megfeleld vetiileteloszlas stiriségfiiggvényének
az y helyen felvett értékét, /,(y)-t felhasznalni a normalashoz.

(66)

Amennyiben
hx )= fi(x),

azaz a feltételes és a feltétel nélkiili stiriségfliggvény megegyezik egymassal, ami
(66/1) alapjan ekvivalens azzal, hogy

KAL) = (%),

akkor a (16) és (17) Osszefiiggések mintajara azt mondhatjuk, hogy & és 7 fiigget-
len valoszintiségi valtozok (79a. abra). (Az abran a fiiggetlenség példaul abban
mutatkozik meg, hogy a vetiileti képen az ellipszis tengelyei parhuzamosak a koor-
dinata tengelyekkel.)

(67)

(68)

Altalanosan tigy fogalmazhatunk, hogy & és 5 valdsziniiségi valtozok akkor
fiiggetlenek, ha tetszéleges (x,y)-ra teljesiil, hogy a {& <x}, {n <y} események
fiiggetlenek, azaz

PE <xn<y)=P(E <x)P1<y) . (69)
vagy Fx,y) = F()F() - (70)

A valosziniiségi valtozok fliggetlenségével kapcsolatban ugyanazt mondhatjuk
el, mint amit az események fliggetlenségével kapcsolatban mondtunk (27.
megjegyzés). Egyes esetekben éppen azt kell majd megallapitanunk, hogy két
valtozo fliggetlen-e vagy sem, amire még visszatériink (vo. 15.8. rész).
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80. abra

egyszeriibb transzformacidinak szemléltetése.

12.1. A valésziniiségi valtozok transzformacioi

Mivel a valdszinliségi valtozok igen sokfélék, célszerli egyszerli matematikai
miiveletekkel olyan atalakitasokat (transzformaciokat) végezni rajtuk, amelyek
utan a transzformalt 0j valoszintiségi valtozo olyan tulajdonsagu, hogy a korabban
kidolgozott modszerek alkalmazhatok rajuk. A legegyszeriibb transzformaciok
kozott emlithetjiik egy allandod hozzaadasat, vagy egy allanddval vald szorzast, de
két valtozd 0sszeaddsa vagy szorzasa is ide tartozik. Jeldljik &-vel, illetve 7-val a
transzformacio el6tti valtozokat és legyen £ (dzéta) a transzformalt valtozo. Errdl
belathatd, hogy szintén valdsziniiségi valtozo, igy a kérdés az, hogy milyen lesz £
eloszlasa? A preciz bizonyitast ismét melldzve, csupan joézan esziinket hasznalva
sok esetben ki tudjuk taldlni az eredményt. (Kovetve elébbi modszeriinket, az egy-
szeriibb szemléltetés kedvéért itt is normalis eloszlasu valtozokat hasznalunk, de
tovabbra is érvényes, hogy a kapott eredmények mas eloszlasu valtozokra is iga-
zak (80. abra).)

Alland6 hozzdadasa, eltolasi transzformacio: =& +b |, ahol b allandé. Ha
példaul & (3;1,5) paraméterli normalis eloszlasu valtozo, és 8-cal pozitiv iranyba
eltoljuk akkor ¢ szintén normalis eloszlast, de (11;1,5) paraméter(i lesz, hisz az
eltolas az eloszlas szélességét nem befolyasolja (80a. abra).

Allandéval valo szorzas, nytjtasi (zsugoritasi) transzformacié: &= aé | ahol a
allandd. @ = 2 esetén minden érték megkétszerezddik, igy az eloszlas kozepe,
(példaul a varhatoértéke) és a szélessége is (példaul a szorasa) (80b. abra).

Ha az elébbi két transzformaciot egymas utidn alkalmazzuk, méghozza ugy,
hogy b = —u, a = 1/o, akkor standardizalast hajtunk végre. Altalanosan:

_s—E©)
¢= Vo @) (71)

Amennyiben & normalis eloszlasu valtozd (u,0) paraméterekkel, akkor a (71)
transzormacioval a (0;1) paraméterekkel jellemzett standard normalis eloszlasu &
valtozohoz jutunk.

Két azonos eloszlast valdsziniiségi valtozo dsszege: {=&+1 ,de £# . Ha
a két valtozo egyenld is lenne, akkor visszakapnank a 2-vel valo szorzas eredmé-
nyét. Itt azonban a véletlen kivalasztas miatt £ lehetséges kisebb értéke mellé na-
gyobb valdsziniiséggel keriil 7 lehetséges nagyobb értéke és forditva, ami ¢
varhatoértékét nem befolyasolja, de az eloszlasa keskenyebb lesz, mint a 2-vel
val6 szorzéas esetén. Ha azt is feltesszlik, hogy & és n fiiggetlenek, akkor kicsit
részletesebb szamolassal megmutathatd, hogy 2-szeres helyett éppen V2 -szdros
lesz az eloszlas szélessége (80c. abra).

Két valdsziniiségi valtozod dsszege, (4ltalanos eset): {=¢&+1 . Mint az dbran
is lathato (80d. abra) a varhatoértékek osszeadodnak (3 +7 = 10), a fiiggetlenség
fennalldsa esetén pedig a varianciak (szorasnégyzetek) is (2% + 3% = 13 = 3,67).

Két valosziniiségi valtozd szorzata: §=E&n . Fiiggetlen valdsziniiségi valto-
z6k varhatoértékekei 0sszeszorzddnak (80e. abra), a variancidkra pedig az alabbi,
bonyolultabb (77) 6sszefliggés érvényes.

A varhat6érték és a variancia néhany fontos tulajdonsaga dsszefoglalva:

EE+b)=E¢&)+b , Var (& +b)=Var(&) , (72)
E(a§)=aE() , Var (a&) = a’Var (&) , (73)
ECG+n)=EG)+EM) - (74)

Ha &¢és n fiiggetlen valoszinliségi valtozok, akkor

Var (& +n)=Var(&E)+Var(m) , (75)
E@En)=EE)EM) , (76)

Var (&n) = E*(§)ar )+ E* m)Var &) +Var E)Var @) . (77)

Ha n darab fiiggetlen & valtozé variancidja mind ugyanakkora, azaz példaul
Var(£,) =0 minden i-re, akkor (75) szerint

Var &, +&E, +..+&E ) =nc’ . (78)
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Mintafeladat

12.2. Két valoésziniiségi valtozoé fiiggosége, korrelacio, regresszio

Lathattuk, hogy két valoszinliségi valtozd fliggetlenségét a (70) egyenldség
egyértelmiien leirja, igy azt gondolhatjuk, hogy annak mintdjara az

F(x,y)# F(x)F () (79

Osszefliggés majd épp ilyen jol jellemzi a fiiggdséget. Bar a statisztikus kapcsolat
tényét valoban megadhatjuk igy is, a (79) Osszefiiggés nem ad szamot a fliggdség,
,,er0sségérol”. Annak érdekében, hogy ilyen jellemzOhoz jussunk, elészor vizsgal-
juk meg azokat a 1épéseket, amelyek a (75) Osszefliggéshez vezetnek, azaz hogyan
kaptuk meg két fiiggetlen valdszintiségi valtozé Osszegének variancidjat (Minta-
feladat).

Igazoljuk, hogy amennyiben & és 7 fiiggetlen valosziniiségi valtozok, akkor Var (& +n)=Var (&) +Var(n) !

Megoldas: El6szor irjuk fel a varianciat a (42) definicié alapjan, majd alkalmazzuk az 6sszeg varhatdértékére vonatkozo (74)
Osszefiiggést és a kapott tagokat csoportositsuk az alabbiak szerint:

Var(£+m) =E[(E+m)-EE+n)’ 1= E[( -E©) +(n-Em))’] = .

ezutan végezziik el a négyzetre emelést és ismét hasznaljuk a (74) és (73/1) 6sszefiiggéseket:

=E[E-EC) + -Em) +2E-EE)-Em)] = E[E-EE) ]+ E[(n-Em)’]+2E [(%@m)]

A kapott eredmény els6 két tagja definicid szerint Var(&) és Var(n), a pirossal athuzott tag pedig a fiiggetlenség fennallasa
esetén 0, hiszen ilyenkor a (76) Osszefiiggés szerint a szorzat varhatoértéke egyenld a varhatoértékek szorzataval, amelyek
pedig kiilon-kiilon is 0-at adnak eredményiil (v6. 62b. megjegyzEs).

81. megjegyzés

Bizonyithat6, hogy amennyiben & és 7 valoszi-
niliségi valtozok egyiittes eloszlasa normalis
eloszlas, akkor a korrelacios egyiitthatd a két
valtozd fiiggéségének elméleti szempontbol
kifogastalan mérészama. (Nincs vele ,hiba”.)
Ekkor ugyanis & és n kozott mas fliggvény-
kapcsolat a linearison kiviil nem lehetséges,
tovabba ilyenkor, ha R(&77) = 0 akkor & és 7
fiiggetlenek.

82. megjegyzés

A & és n valoszinliségi valtozok egyiittes elosz-
lasara ugy is tekinthetlink, mint egy kétdimenzi-
6s valoszintiségi vektorvaltozé komponenseinek
egylittes eloszlasara, vagyis a vektorvaltozo
eloszlasara.
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A fentiek alapjan felmeriil a gondolat, hogy amennyiben & és 7 fiiggetlensége
esetén az dthuzott tag 0-at ad eredményiil, akkor két valtozo fiiggdségének
mértékét éppen egy ilyen mennyiséggel mérhetjilk. Azt is megfigyelhetjiik, hogy
ez a tag a varianciara emlékeztet, st amennyiben 7 = & akkor a 2-es faktortol
eltekintve egyenld is vele. Igy bevezethetjiik a kovarianciat, amellyel két valtozo
statisztikus kapcsolatanak ,,er6ssége” jellemezhet6:

Cov(En) = E[(-EE&)m-Em)]. (80)

Ez a mennyiség elvileg —o €s oo kozott valtozhat, igy a kiillonbozo feltételek
esetén kapott kovariancidk Osszehasonlitdsa koriilményes. Célszerti ezért egy
hasonld, standardizalt mennyiség bevezetése. Belathatd, hogy a kovariancia
abszolut értéke nem lehet nagyobb, mint a variancidk szorzatanak négyzetgyodke,
igy a kovariancidt ezzel a szdmmal osztva, mindig —1 és 1 kozé es6 szdmértéket
kapunk, amit korrelacios egylitthatonak neveziink:

Cor(&,n)

R(é,n)=m. (81)

Azt mar megbeszéltiik, hogy amennyiben & és 7 fliggetlen valosziniiségi valto-
z6, akkor Con(&,n7) = 0 és igy R(&,n7) = 0 is teljesiil. Ha viszont R(&,77) = 0, akkor
csak azt mondhatjuk, hogy & és 7 korrelalatlanok, ami nem jelent még feltétleniil
fiiggetlenséget. Ez kétségteleniil a korrelacios egyiitthato egyik ,hibaja”. A masik
»hiba” az, hogy R(&,7m) = 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha & és r kozott linearis
kapcsolat van, marpedig barmilyen fliggvénykapcsolat elegendd lenne ahhoz, hogy
a legnagyobb mértéki fliggdségrol beszéljiink (81., 82. megjegyzeEs).

Ha R(&,n) > 0, akkor azt mondhatjuk, hogy & és 77 kdzott pozitiv korrelacié all
fenn. Ilyenkor abbdl, hogy & > E(¢&), altalaban arra lehet kovetkeztetni, hogy
n > E(n). Negativ korrelacio esetén viszont, azaz amikor R(&,77) <0, ha &> E(¢),
akkor altalaban 7 < E(77). A megfelel6 analdgia felhasznalasaval, a (41) Osszefiig-
gés segitségével a kovariancia, és annak alapjan a korrelacios egyiitthaté adatrend-
szerre vonatkozoan is meghatarozhat6 (vo. (138); 175. megjegyzés):

%i(x,-—fc)(yl-—f)

5.8, 5.8,

Sy

"= (82)



megfigyelési egyséegek
halmaza

jellemzé 1
(atmérd)

jellemzé 2
(témeg)

83. abra

Az alapsokasag mint fliggvény. A megfigyelési
egységek itt pingponglabdak, melyekhez kétféle
jellemz6t is hozzarendeltiink.

84. megjegyzés

Itt rogton ki kell térniink egy furcsasagra, mert
van olyan eset, amikor a két halmaz egybeesik
(identikus leképezés). Vegyiik példaként a ping-
ponglabda esetét. Ha a labdéak méretének egyfor-
masagat akarjuk ellendrizni, akkor az Osszes
legyartott labda az atmérd adataval egyiitt alkot-
ja az alapsokasagot. Ennek elképzelése kiilono-
sebb nehézséget nem okoz, a véges sokasag
elemei direkt modon megfigyelhetdk, szemiink
eldtt vannak, fizikailag is 1éteznek (83. abra).

Ha azonban arra vagyunk kivancsiak, hogy egy
kiszemelt labda mennyire gomboélyli, akkor
egyetlen labda Osszes, lehetséges atmér$ adatat
tekintjiik, amelyek ilyenkor egybeesnek a soka-
sag elemeit meghatarozo megfigyelési egységek-
kel. A sokasag tehat csak absztrakcio, egy konk-
rét vizsgalat soran a végtelen halmaz barmelyik
eleme realizdlodhat, de mindegyikre biztosan
nem keriil sor.

Latva a korreléacios egytitthato ,,hibait”, felmertil a kérdés, hogy van-e mas mod
arra, hogy két valtozé kozotti statisztikus kapcsolat mértékét jellemezziik? A sta-
tisztikus kapcsolat a fliggvénykapcsolatnal altalaban ,,gyengébb”. Az egyik val-
toz6 a masikat nem hatirozza meg egyértelmiien, de befolyassal lehet ra, azaz
bizonyos feltételeket rohat ki ra. Folytonos esetben a feltételes siirliségfliiggvény
éppen ilyen szituaciok leirasara alkalmas.

Ha példaul ismerjiik az 77 valoszinliségi valtozd & = x feltétel melletti stirliség-
figgvényét, akkor a (34) definicios Osszefiiggés alapjan 7 feltételes varhatoértéke
is meghatarozhato:

E(M|E=%) = [y£,(y|0dy (83)
Mivel ez a varhat6érték tetszéleges x-re megadhato, ezért E(17|E=x) =m(x) az
x valtozo fiiggvénye. Ezt a fliggvényt az 7 valdsziniliségi valtoz6 &-re vonatkozd
regresszidjanak, a fliggvény grafikonjat pedig regresszios gorbének nevezziik. Ez a
gorbe jo jellemzbje a két vizsgalt valtozo statisztikus kapcsolatanak. Ha példaul
m(x) monoton névekvo fliggvény, akkor & nagyobb értékeihez 7-nak is altalaban
nagyobb értékei tartoznak. Sok esetben a cél éppen az, hogy a regresszios gorbét,
illetve annak paramétereit meghatarozzuk avégett, hogy 7 konkrét értékét kozeli-
téleg megkapjuk & konkrét értékének ismeretében.

13.0. A statisztika alapfogalmai; alapsokasag, minta, valtozo

Mint azt a 2.0. részben mar emlitettiik, a valosziniiségszamitasi alapok nélkii-
16zhetetlenek az induktiv statisztikaban, ezért az el6z6 részekben elsésorban a sta-
tisztikahoz is sziikséges legfontosabb valoszinliségszamitasi ismereteket foglaltuk
Ossze. Mindezek utan ratérhetiink olyan alapfogalmak bevezetésére is, amelyek
kifejezetten a statisztikahoz kapcsolhatok.

A statisztikai elemzések mindig valamilyen alapsokasagra (sokasagra, popula-
ciora) vonatkoznak, arra iranyulnak. Az alapsokasagot legszemléletesebben fligg-
vényként definialhatjuk (83. abra). A fliggvény a legegyszerlibb esetben két hal-
maz elemeinek valamilyen megfeleltetését jelenti.

Esetiinkben az egyik halmaz elemei a megfigyelési egységek, ezeken végezziik
a megfigyeléseket, vizsgalatokat, méréseket. Ez a halmaz felel meg a fiiggvény
értelmezési tartomanyanak, ennek a halmaznak az altalanos eleme a fiiggetlen val-
tozo. Megfigyelési egység lehet példaul egy személy, egy vérminta, egy pingpong-
labda stb.

A masik halmaz elemei az adott szempontok, kisérleti feltételek vagy mérési
utasitasok szerint a megfigyelési egységekhez rendelhetd adatok, azaz mennyiségi
illetve mindségi jellemzok. Az egyszeriiség kedvéért el6szor feltessziik, hogy min-
den megfigyelési egységhez csak egy jellemz6 adat tartozik. Ezek halmaza felel
meg a fliggvény ,.ertekkészletének”, ennek a halmaznak az altalanos eleme a fiiggd
valtozo (84. megjegyzés). Ha a megfigyelési egységeket nem valtoztatjuk meg, de
mas jellemz6 adat irant érdeklddiink, akkor természetesen egy masik alapsokasag-
r6l van sz6 (83. abra).

Egy statisztikai elemzés akkor a legmegbizhatobb, ha a vizsgalat az alapsoka-
sag minden elemére kiterjed. Ilyen teljes korli adatfelvétel torténik példaul nép-
szamlalaskor. Van azonban nagyon sok olyan eset, amikor ezt nem lehet megolda-
ni, mert mondjuk végtelen elemil a sokasag, vagy nem akarjuk megoldani, mert
példaul igen koltséges lenne, vagy, mert nincsen értelme (példaul torésteszt).
Ilyenkor az alapsokasag helyett annak csak bizonyos, lehetdleg kevés szdmu
elemét vizsgaljuk meg. A megvizsgalasra szant elemek Osszessége a minta. A
mintat reprezentativnak nevezziik, ha az hiven tiikrozi a sokasag minden
fontos jellemzéjét. Eppen emiatt a legtobb esetben a mintaclemek kivéalaszta-
sa, azaz a mintavétel a statisztikai elemzést megel6z6 kulcsfontossagu 1épés.

A kivalasztas tulajdonképpen megfigyelést jelent (vo. 6.1. rész), szamszeri
adatok esetén azt figyeljiik meg, hogy egy valosziniiségi valtozd éppen milyen
értékeket vesz fol. Igy azt is mondhatjuk, hogy a mintavétel céltudatos adat-
gyuljtés. A cél pedig az, hogy a minta megismert tulajdonsagaibél a soka-
sag ismeretlen tulajdonsiagaira vonatkozéan vonjunk le kovetkeztetéseket
(85. abra).
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85. abra

A statisztikai cél eléréséhez vezetd fobb 1épések.

minta
tulajdonsagai

attekintés,
elemzés

salmonellosis 1

scarlatina

egyéb bakterialis eredetii betegségek

hepatitis infectiosa

mononucleosis infectiosa

lyssa

egyéb virusos eredetii betegségek

o Q| | | K| W

egyéb fertdzo betegségek

86. tablazat
A korabban mar szerepl6 fert6z6 betegségek sza-
mokka alakitasanak egy lehetséges modja.

87. megjegyzés

Orvosi szempont példaul az is, hogy egy vizsga-
lat soran a betegeket nem tessziik ki felesleges
kockazatoknak. Ebbdl kovetkezéen mondjuk
egy klinikai hatdanyag vizsgalata esetén szamos
kizard ok meriilhet fel, ami miatt az adott sze-
mély nem szerepelhet a mintdban. Ilyen helyzet
allhat eld, ha tudjuk, hogy a beadand6 szer bizo-
nyos esetekben allergias tiineteket okozhat.
Emiatt a konkrét személyek kivéalasztasahoz
hasznalt adatlapok tobb olyan kérdést is tartal-
mazhatnak, amelyeknek latszolag semmi koziik
a vizsgalathoz, de éppen a kizard okok keresésé-
re alkalmasak.

88. megjegyzés

A szisztematikus mintavételi modszert leggyak-
rabban akkor szoktak hasznalni, ha a megfigye-
1ési egységek kiilsd beavatkozas nélkiil, spontan
modon ,,valasztdd-nak ki”. Ilyen eset valosul
meg példaul, amikor a betegek elmennek az
orvosi rendelébe. Tegyiik fel, hogy minden nap
az elsd beteget valasztjuk a mintdba. Ezzel a
valasztassal azonban feltehetd, hogy a munkaba
sietd aktiv dolgozok nagyobb aranyban keriilnek
a mintdba, mint példdul a nyugdijasok, akik
jobban raémek. Igy szisztematikus mintavétel
esetén a szokasos statisztikai kovetkeztetéseket
fenntartassal kell kezelniink. Altaldnossagban
azt mondhatjuk, hogy mindig el6fordulhat olyan
eset, hogy a mintavételi szabalyunk kapcsolat-
ban van valamilyen mas valtozéval, és ekkor
konnyen lehet, hogy a minta mar nem reprezen-
talja kelléképpen a sokasagot.
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A valtozd fogalma mar kordbban szerepelt, mint egy halmaz altalanos eleme

(v0. 2.2. rész). A statisgtikaban a valtozd valdjaban a sokasag definiciéjaban
szerepld fiiggo valtozoval egyezik meg.

Problémat csak az jelenthet, hogy ez mindségi jellemzd is lehet, tehat nem fel-
tétleniil szdm, ami viszont sziikséges lenne ahhoz, hogy valdszintiségi valtozoként
a valoszinliségszamitds modszereit alkalmazni tudjuk. Ilyenkor azt a megoldast
valaszthatjuk, hogy valamilyen altalunk kialakitott szabaly szerint a mindségi jel-
lemz6khoz is szdmokat rendeliink (v6. 32. megjegyzés). Példaul a 8. tablazatban,
illetve a 9. abran is szerepld betegségek esetében a megfigyelési egységek az egyes
személyek, a vdltozo ,a fert6zé betegség tipusa”, amelynek lehetséges ,értékeit”
mondjuk a 86. tablazatban feltiintetett megfeleltetések szerint adhatjuk meg. Ter-
mészetesen azzal tisztaban kell lenniink, hogy egy ilyen atalakitas utan a kapott
szamoknak mas a jelentésiik, mint mondjuk egy pingponglabda atmérének, mert
példaul az 6sszeadas miiveletének itt nem sok értelme van: scarlatina (2) + hepati-
tis infectiosa (4) # lyssa (6).

Matematikai szempontbol a megfigyelési egységek mar 1ényegtelenck. Ha a
mintavétel megtortént, akkor a tovabbiakban a statisztikai elemzésekhez nincs is
sziikség rajuk, csak a hozzajuk rendelt adatok, pontosabban azok mérészamai fon-
tosak. Természetesen a végsé eredmények kozlésekor a mértékegységekrol sem
felejtkezhetiink meg. Végs6 soron tehat az alapsokasag egy N elemil halmaz
(adatrendszer), ahol N végtelen is lehet és ennek n elemii részhalmaza a minta (vo.
85. abra).

13.1. Mintavételi modszerek

A {6 kérdés az, hogy hogyan valasszuk ki a mintaelemeket ahhoz, hogy az
elemzés alapjan a sokasagra érvényes kovetkeztetéseket vonhassunk le. A legegy-
szeriibb a véletlen mintavétel, amikor az alapsokasdg mindegyik eleme ugyanak-
kora eséllyel keriil a mintaba. Bar a kivalasztas utan a megfigyelési egységekhez
tartozo szamértékek adottak, a minta elemei valdsziniiségi valtozoknak is tekinthe-
tok, hiszen a véletlenszeriiségbdl kovetkez6en mas értékeket is kaphattunk volna.

A mintavétel lehet visszatevéses vagy visszatevés nélkiili. Visszatevéses minta-
vételrdl akkor beszéliink, ha a mintaba mar kivalasztott elem a kovetkez6 kivalasz-
tas eldtt ,,visszakeriil” a sokasagba, annak érdekében, hogy az is ujravalaszthatd
legyen; mas szavakkal egy megfigyelési egység tobbszor is kivalaszthaté a soka-
sagbol. Ilyenkor a sokasag minden mintaelem kivalasztasa el6tt ugyanolyan 6ssze-
tételll marad, tehat a mintaba keriil6 értékek, mint valdszintiségi valtozok fiiggetle-
nek egymastol. Az ilyen mintat fliggetlen mintanak nevezziik.

A fliggetlenség nyilvanvaléan nem teljesiil a visszatevés nélkiili mintavételre.
Megjegyezziik azonban, hogy amennyiben a minta elemszama kicsi az alapsoka-
sag elemszamahoz képest, azaz n << N, akkor a sokasag Osszetétele visszatevés
nélkiili mintavétel esetén ugyan megvaltozik, de csak csekély mértékben, ezért
ilyenkor a kivalasztott mintaelemek 1ényegében fiiggetlennek tekinthetdék. Végte-
len sokasag esetén a mintaelemek fliggetlensége automatikusan teljesiil.

Ha az alapsokasagot egyik jellemzdje szerint csoportositjuk, példaul nemek,
korcsoportok, vagy mondjuk orvosi szempontok (87. megjegyzés) szerint rétegek-
re bontjuk, és ezekbdl egymastol fliggetleniil vesziink egyszerii véletlen mintakat,
akkor rétegzett mintavételrdl beszéliink. Ahhoz, hogy az ily modon valasztott min-
tabdl az egész sokasagra érvényes kovetkeztetéseket vonhassunk le, tudnunk kell,
hogy az egyes rétegek az alapsokasag hany szazalékat teszik ki, és az ezekbdl vett
részmintak elemszamat ennek megfelelden kell meghataroznunk. Az igy nyert
minta sok esetben reprezentativabb lehet, mint amit egy kdzonséges véletlen min-
tavétel esetén kapnank.

Véletlen mintavételre nem mindig van modunk. A legfébb akadaly altaldban
az, hogy a sokasagbeli megfigyelési egységekrol nincs teljes attekintésiink. Ilyen-
kor nem az 0sszes mintaelemet valasztjuk véletlenszertien, hanem csak az elsét, a
tobbit pedig ebbdl kiindulva, valamilyen szabaly szerint; példaul minden tizedik
elemet valasztjuk ki, vagy harompercenként mintavételeziink. Ezt a modszert
szisztematikus mintavételi eljarasnak nevezziik (88. megjegyzés). Még sok egyéb
mintavételi modszer 1étezik, de ezek kiértékelése tovabbi ismereteket igényelne,
igy megmaradunk az egyszert véletlen mintavételnél, természetesen, adott esetben
a kizaro okok figyelembevételével (vo. 87. megjegyzés).



13.2. A minta és az alapsokasag hasonlosaga,
a statisztika alaptétele

Matematikai szempontbol a minta fliggetlen — az alapsokasag eloszlasaval
megegyez0 — azonos eloszlast valdszinliségi valtozok véges sorozata, de a minta-
elemek tényleges kivalasztasa utan:

E=x.8=x,,..,5 =x,, (84)

az xi, Xz, ..., X, ertékhalmazt is mintanak nevezzilkk. A minta mint adatrendszer
eloszlasfiiggvénye (vo. 6.1. rész), F,(x) az empirikus vagy tapasztalati eloszlas-
figgvény, megkiilonboztetésképpen az alapsokasag mint adatrendszer eloszlas-
fliggvénye, Fjy(x) = F(x) pedig az elméleti eloszlasfiiggvény. Abbol a feltételbdl
kiindulva, hogy az &sszes lehetséges (azonos elemszamu) minta egyforman valo-
szinli, a mintabdl meghatarozott barmely érték is olyan valosziniiségi valtozo lesz,
amelynek eloszlasa a valoszinliségszamitas segitségével megadhato. Ennek megfe-
lelen beszéliink tapasztalati illetve elméleti varhatoértékrdl, varianciarél stb. vagy
altalanossagban barmilyen egyéb szamszeri jellemz6rol.

A tapasztalati varhatoérték megegyezik az n elemt minta atlagaval (vo. (27)).
Ehhez hasonléan az elméleti varhatoérték megegyezik az N elemil sokasag atlaga-
val, amennyiben N véges. Itt az a f6 probléma, hogy a sokasag minden elemét alta-
laban még akkor sem ismerjiik ha N véges, nem beszélve a végtelen elemi sokasa-
gokrol. Eppen emiatt van sziikségiink a becslésekre. Ehhez pedig, ha tehetjiik, fel
fogjuk hasznalni az ismertetett matematikai modelleket, nevezetes eloszlasokat
(vo. 11.0. rész).

Visszatérve az eredeti alapkérdésiinkhdz, nevezetesen a hasonlosag és kiilonbo-
z0ség problematikajahoz (v6. 1.0.), oldjuk meg az alabbi mintafeladatot.

Mintafeladat
Igazoljuk, hogy adott feltételek mellett a minta és az alapsokasag eloszlasfiiggvénye nagyfoku hasonldésagot mutat!

Megoldas: Jeldljiik &vel az adott alapsokasagra vonatkozo valtozot, amelynek eloszlasat az F(x) elméleti eloszlasfiiggvény
adja meg. F(x) definicid szerint minden x-re éppen a {£ < x} esemény valdszinlisége, azaz p(& < x) = F(x) (v0. (22)). Tetsz6-
legesen valasztott, de rogzitett x esetén tekintsiik a {& < x}, {£> x} alternativat. Egy n elemii mintdhoz tartoz6 tapasztalati
eloszlasfliggvény x helyen felvett értéke, F,(x) azt adja meg, hogy a mintaban az x-nél kisebb elemek hanyad része talalhato,
igy az nF,(x) szorzat éppen az x-nél kisebb elemek darabszamaval egyenlé (v6. (21)). Ez az eredmény Ggy is interpretalhato,
hogy n-szeri ismétlés esetén, nF,(x)-szer kovetkezik be a {£ < x} esemény. A binomidlis eloszlas éppen az ilyen ismételt al-
ternativak matematikai modellezésére valo. Ezt felhasznalva azt mondhatjuk, hogy az nF,(x) valoszinliségi valtozo eloszlasa
az (n, p = F(x)) paraméterti binomialis eloszlassal adhatéo meg. Ennek varhatdértéke:

E(nF, (x))=np =nF(x) (vo. (43)),

varianciaja pedig:
Var (nF,(x)) =np(1— p) (vo. (49)).

A (73) 6sszefiiggés felhasznalasaval, majd n-nel illetve n’-tel minkét oldalt elosztva kapjuk:

EF,(x)=F(x) , Var(Fxp=20=P 1
n 4n

Az utolsé egyenlétlenség azon alapul, hogy p(1-p) akkor maximalis, ha p = (1-p) = 0,5 (v0. 11.1. rész).

Mivel x-et tetszélegesen megvalaszthatjuk, ezért a kapott két egyenldség értelmében minden x-re igaz, hogy F,(x) F(x) koriil
ingadozik, mégpedig n novekedtével (atlagosan) egyre kisebb mértékben.

A mintafeladat alapjan megallapithatjuk, hogy egy adott alapsokasag és a beldle
vett — elég nagy elemszamu — minta esetén, a tapasztalati eloszlasfiiggvény na-
gyon jol megkozeliti az elméleti eloszlasfiiggvényt. A matematika szigoru
szabdlyai szerint ennél er0sebb allitds is megfogalmazhato, de lényegében ez a
statisztika alaptételének szemléletes tartalma. Ezek szerint azt varjuk, hogy minél
gyakoribb egy értékcsoport eléfordulasa a mintaban, annal valésziniibb a
megjelenése az alapsokasagban is. Ezen a tételen alapszik mindazon eljarasok
jogosultsaga, amelyek soran valamely valosziniliségi valtozo eloszlasara mintavétel
utjan kovetkeztetiink.
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89. megjegyzés

A klasszikus példa szerint: minden gorog ha-
lando, Szokratész gorog, tehdt Siokratész ha-
lando.

Ha matematikai szempontbdl vizsgaljuk ezt a
példat, akkor azt mondhatjuk, hogy az els6
allitas egy halmaz minden elemére vonatkozik
(minden gorog), igy nyilvanvalo, hogy amennyi-
ben ebbdl a halmazbol valasztok ki egy elemet
(Szdkratész), akkor az allitas erre is igaz.

90. megjegyzés

Ha megforditjuk a 89. megjegyzésben szerepld
allitasok sorrendjét: Szokratész halando, Szokra-
tész gorog, tehat minden gordg halando, akkor
egy halmaz egyetlen elmérél allitok valamit, de
az egyaltalan nem biztos, hogy ez az allitas a
halmaz minden elemére igaz, igy a végso allitas
is bizonytalan.

A helyzeten ugy javithatunk, ha a kérdéses hal-
maznak tobb elemét is megvizsgaljuk és mond-
juk kideriil, hogy Platon és Arisztotelész is ha-
land6 (és természetesen gorogok). Ebbol azon-
ban még tovabbra sem kovetkezik a végs6 allitas
igazsaga, ugyanis logikailag elképzelhetd, hogy
egy nem haland6 gorogot is megfigyelhetiink ...

91. megjegyzés

Egy ilyen allitas értékére talan jobban ravilagit-
hatunk a kovetkezd példaval. Annak a valdszi-
niisége, hogy egy dobokockaval 6-ost dobjunk
1/6, kb. 17%. sy 1

Ha szabalyos dobdkocka
helyett egy ikozaédert (20
lapu szabalyos testet) hasz-
nalnank, aminek minden
lapja meg van szamozva,
akkor annak a valdsziniisége, hogy 20-ast dob-
junk 1/20 = 0,05, azaz 5%. Atlagosan tehat 20
dobasbol 19-szer nem 20-as jon ki, de a mara-
dék egy kijohet az els6 dobasra is. ,,Csak”
ennyit jelent a 95%-os ,,bizonyossag”.

S

92. megjegyzes

Egy bankrablast kovetéen az eseményekrol
beszamolo elsd rendori jelentés igy irt: ,,A rend-
Orség az eddigi adatok birtokaban azt feltételezi,
hogy a tettesek sajat gépkocsijukon hagytak el a
helyszint.”

Késobb a rendérségi szovivo a szemtanik meg-
hallgatasa utdan mar igy nyilatkozott: ,,A szemta-
nuk lattak, amint az elkovetdk gépkocsiba szall-
nak; a rendérség megallapitotta, hogy a tettesek
vagy sajat gépkocsijukon hagytdk el a helyszint,
vagy taxival tavoztak, vagy lopott, esetleg bérelt
autot hasznaltak”.
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13.3. A leiro és az induktiv statisztika kapcsolata

A statisztikai modszerek végsd célja a kovetkeztetés. Ennek eléréséhez elen-
gedhetetlentil sziikséges a leird statisztika alkalmazasa, melynek elsd 1épése az
adatgylijtés, tovabbi eszkozei a kiilonféle tdbladzatok, diagramok (v6. 2.1. rész),
illetve az adatrendszerb6l meghatarozhaté szamszerti jellemzok (vo. 10.0.
rész). Tipikus a leir6 statisztika hasznalata akkor, amikor teljes korti adatfel-
vétel torténik, példaul népszamlalasi vagy valasztasi adatok, bejelentési kote-
lezettséggel jard fert6zo betegségek stb. esetén. Ilyenkor a ,,valddi” induktiv
statisztika alkalmazasara nem is keriil sor. A leir¢ statisztika viszont azért fon-
tos, mert nélkiile a hatalmas mennyiségii adat attekinthetetlen és igy hasznalhatat-
lan lenne. Elképzelhetjiik, hogy mire mennénk példaul a népszamlalasi adatokkal,
ha azokat feldolgozatlanul, igymond 6mlesztve tenné k6zzé a Kézpont Statisztikai
Hivatal.

Hasonl6 a helyzet akkor is, amikor ugyan nincs médunk arra, hogy a sokasag
minden elemét megvizsgaljuk, de viszonylag nagy elemszami minta all rendelke-
zéslinkre. A kis elemszamu mintak esetén pedig a szamszerl jellemzok meghata-
rozasan til azért eldnyds a leird statisztika modszereinek — kiillondsen a grafikus
megjelenitésnek — az alkalmazasa, mert észrevehetjiik a minta olyan tulajdonsaga-
it, amelyek dontéen befolyasolhatjak az elemzésiikhoz legmegfelelobb induktiv
statisztikai modszerek kivalasztasat.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a leird és induktiv statisztika a legtobb
esetben nem valaszthato szét. A folyamat az adatgytjtéssel kezdddik, ezt ko-
veti az adatok 1ényegre tor6 attekintése, majd elemzése annak érdekében, hogy a
megfigyelésekbdl altalanos érvényli kovetkeztetéseket vonhassunk le (vo. 85.
abra).

A statisztikai kovetkeztetések sémaja kicsit hasonlit a logikai kdvetkeztetések
sémajahoz. A logikdban a szillogizmus a kovetkeztetés egyik fajtaja, amelyben
bizonyos dolgok megallapitasabdl sziikségszeriien kovetkezik valami mas. Az
altalanosbol kdvetkeztetiink az egyedire, azaz a kovetkeztetésiink deduktiv (89.

megjegyzés).

A statisztikai kovetkeztetés lényege éppen az, hogy itt az egyedibdl szeretnénk
az altalanosra kovetkeztetni, azaz a kovetkeztetésiink induktiv (90. megjegyzés).
Innen szarmazik az induktiv statisztika elnevezés is.

Azt mondhatjuk tehat, hogy a statisztikai kovetkeztetés annyiban tér el a logi-
kaitél (ami persze nem jelentéktelen kiillonbség), hogy mig a logikai kovetkeztést
teljes (100%-0s) bizonyossaggal allithatjuk, addig a statisztikait csak adott,
(100%-nal mindig kisebb) bizonyossaggal. Ebbdl kdvetkezik tehat, hogy a statisz-
tikai kovetkeztetéseknél tévedhetiink.

A megbizhatosag, illetve a tévedési valoszinliség pontos jelentését nem
konnyli megérteni. A legegyszeriibb, ha ugy gondolunk ra, hogy ha sokszor
alkalmazzuk a szoban forgé modszert, akkor varhatoéan az esetek hany szaza-
Iékaban kapunk helyes, illetve téves eredményt. Ha példaul valamit 95% bizo-
nyossaggal allitunk, akkor az azt jelenti, hogy atlagosan minden 100 eset koziil 5
esetben tévediink; a bizonytalansag 5%-os (91. megjegyzés). Allitasaink biztonsa-
gat tehat szamszerten is kifejezhetjiik.

A kovetkeztetés tjrafogalmazéséaval a bizonytalansagot altalaban tetszés szerint
csokkenthetjiik, ez azonban tobbnyire azzal a veszteséggel jar, hogy allitasunk,
azaz a kovetkeztetés egyre semmitmondobba valik. Erre is 1lassunk egy példat (92.
megjegyzés)! Ha tehat kovetkeztetésiink bizonytalansagat ily médon csokkentjiik,
akkor annak altalaban az az ara, hogy a kovetkeztetés értéke, hasznalhatosaga is
csokken. Kovetkeztetéseinket tehat e két ellentétes tendencia figyelembevételével
kell levonnunk.

Az induktiv statisztika két legjellemzobb feladata a becslés €s a hipotézis-
vizsgélat. A becslés a ,,Mennyi? Mekkora? Hany szazalék? stb.” kérdésekre
var valaszt, mégpedig egy vagy néhany szamot. A hipotézisvizsgalatban ezzel
szemben ,,Igen/Nem” valaszt varunk az ,Igaz-e? Fenndll-e? Van-e Osszefiig-
gés ... ? Van-e hatasa ... ? Van-e kiilonbség ... ? (v06. 1.0. rész) stb.” tipusu
kérdésekre.



yaltozo |  alak szin | méret| dimenzié
eset (cm)

B gbmb 42 3

A gula kék | 4,6 3

C kocka | piros | 3.8 3

F kor 4,5 2

D haromszog| kék | 49 2

E négyzet | piros | 4.1 2

93. abra

A fenti gyermekkocka jatékhoz kapcsolodo adatok
elrendezése tablazatban.

kategorialis nominalis
(minéségi) K gyakorisag

(kvalitativ)
ordinalis
gyakorisag
<>
szamszer( intervallum diszkrét
(mennyiségi)\ gyakorisag
(kvantitativ) <>
valamennyivel
abszolut folytonos
gyakorisag
<>
valamennyivel,
valahanyszor
94. abra

A valtozok osztalyozasa tobbféle szempontbol.
(Kékkel az elvégezhetd miiveleteket tiintettiik fel.)

95. megjegyzés

Kiilon emlitést érdemelnek azok a nominalis
valtozok, amelyeknek csak két értékiik van.
Ezek az tugynevezett dichotom vagy binaris
valtozok. Ezekre egészen specialis elemzési
modszereket dolgoztak ki.

Mivel az ilyen valtozOk gyakran természetes
modon rendezettek, — példaul amikor a két lehet-
séges érték igen/nem, van/nincs, pozitiv/negativ
— ezért bizonyos elemzésekben ordinalis valto-
zoknak is tekinthetjiik 6ket, igy példaul beszél-
hetiink két tulajdonsag megléte kozott fennalld
pozitiv vagy negativ korrelaciorol is.

96. megjegyzés

Fontos megjegyezniink, hogy sok esetben egy
valtozo tipusa nem eleve adott, hanem mi dont-
hetjiik el, hogy milyennek célszerii tekinteniink
(v0. 32. megjegyzés). S6t, mar azt is mi dontjik
el, hogy hogyan mérjiink meg egy adott mennyi-
séget, mik legyenek a megfigyelési egységek. A
valasztasban az is szerepet jatszik, hogy egyalta-
lan mi vizsgalhaté, mi milyen pontossaggal
mérhetd. Természetesen a megfigyelési egysé-
gek megvalasztasatol fiiggben a megfigyelt
adatok és azok tipusa, de még a minta elemsza-
ma is kiilonbozd lehet az egyik vagy masik
esetben. A valasztas azt is meghatarozhatja,
hogy mely statisztikai modszereket alkalmazhat-
juk és melyeket nem, ugyanis a modszerek alkal-
mazhatosagi feltételei is eltéréek lehetnek.

13.4. Adat tipusok, a valtozok osztalyozasa

Miel6tt az induktiv statisztika két legfontosabb fejezetére ratérnénk, tekint-
siik at az adatokkal kapcsolatban felmeriil6 lehetséges problémakat.

Egy vizsgalat soran az dsszegyiijtott adatokat, legtobbszor egy olyan tablazatba
irjuk be (altalaban valamilyen tablazatkezeld program segitségével), amelynek
minden sora egy megfigyelési egységnek, oszlopai pedig az egyes mért vagy meg-
figyelt adatoknak felelnek meg. A sorokat eseteknek, az oszlopokat valtozoknak
nevezziik (93. abra).

Bar eredetileg adataink szamértékek és szoveges adatok egyarant lehetnek, az
induktiv statisztikdban a valdszinliségszamitds hasznalata — amelyben a kvantita-
tiv valtozék matematikai modellje a valdszinliségi valtozé — megkivanja azt,
hogy adataink szamok, azaz kvantitativ valtozok legyenek. Ezért kell szamokka
alakitanunk a mindségi jellemzdket is (v0. 86. tablazat). Ez az atalakitas azonban,
mint lathattuk 4j problémakat vet {61, nevezetesen a mesterségesen generalt sza-
mokkal bizonyos miiveletek nem végezheték el, jobban mondva nem értelmez-
heték. Egyes miiveletek elvégzése pedig elkeriilhetetlen ahhoz, hogy adatainkat az
adott statisztikai eljarasnak megfeleld formara hozzuk, azaz transzformaljuk.
(Csak egy maésik példat is emlitve: a személyi azonosité szamokbdl atlagot sza-
molni nem nagyon értelmes dolog.) Igy igen fontos annak ismerete, hogy adataink-
kal milyen miveleteket végezhetiink. Ez az alapja a valtozok egyik fontos oszta-
lyozasanak (94. abra).

Eszerint az egyik nagy csoport a mindségi (kvalitativ) valtozo6, amelyet katego-
ridlisnak is neveznek, a masik a mennyiségi (kvantitativ) valtozo, amely szamsze-
rii valtozét jelent. Ezek ismét két-két csoportra oszthatok: nomindlisra és
ordinalisra, valamint csak intervallumként illetve abszolut értelemben is hasznal-
hatékra. A szamszeriiek esetében megkiilonboztetiink még diszkrét és folytonos
valtozokat, de ezt a problémat mar megbeszEltiik (vo. 6.1. rész).

A nomindlis valtozé csak megnevez, csoportba sorol. Azt lehet megadni, hogy
az adat egy csoportba beletartozik vagy nem, eleme vagy nem eleme egy adott
halmaznak. Az ilyen adatokat gyakorisagi adatoknak is nevezik. (Hany adat van
egy csoportban?) A nevek, telefonszamok, postai iranyitészamok, szinekkel jel-
lemzett tulajdonsagok mind-mind ilyen tipusu valtozok. Még ha szadmok is (mert
példaul szamokka alakitottuk dket), szdmolni valgjaban nem lehet veliik (95. meg-
jegyzés).

Az ordindlis véaltoz6 a nominalishoz igen hasonlo, de értékeinek egyértelmii
természetes sorrendje van, igy az el6z6kon tilmenden kozottiik a kisebb vagy na-
gyobb (< >) reléci6 is értelmezhetd. Ilyenkor a ,,hdny adat van egy csoportban?”
kérdést kiegészithetjilk a legalabb, legfeljebb kifejezésekkel, ami a nevezettnél
kisebb illetve nagyobb értékhez tartozd csoportok gyakorisaganak 0sszegzését
jelenti. Szamolni elvileg az ilyen valtozokkal sem lehetne, de sokszor mégis meg-
tessziik (statisztikai szempontbol gyakran megalapozatlanul). Ilyen valtozo példaul
a vizsgaeredmény, amelyet egyes orszagokban betlikkel, mas orszagokban sza-
mokkal adnak meg. Ez utobbi esetben még atlagot is szamolunk beldle. (Ha ugya-
nezt a ,kival6”, ,jo”, ,megfelelt” szavakkal fejezziik ki, esziinkbe sem jutna
ilyen.) Ordinalis véltozot hasznalunk példaul akkor is, amikor egy betegség lefo-
lyasanak sulyossagat mindsitjiik (enyhe, kozepes, sulyos).

Intervallumként hasznalhatoé valtozo esetén megadhatjuk, hogy példaul két
érték mennyivel tér el egymastol. Az egyik mennyivel nagyobb, mint a masik,
vagy forditva, de a , kétszer akkora”, ,harmadannyi” nem értelmezhetd. Ilyen pél-
daul a Celsius-fokokban mért homérséklet, mert skaldjanak 0 pontja onkényes.
(Miért pont a viz fagyaspontjanak hdmérsékletét valasztottak?) A 40 °C-r6l mond-
hatjuk, hogy 20 °C-kal melegebb a 20 °C-ndl, de azt nem mondhatjuk, hogy két-
szer melegebb. Az ilyen valtozoé esetén a legtobb statisztikai médszer mar biz-
tosan alkalmazhat6 (96. megjegyzés).

Abszolut értelemben is hasznalhat6 az a valtozo, amelynél az aranyok is értel-
mezheték. A Kelvinben mért hémérséklet mar ilyen, de megemlithetjiik a kilog-
rammban mért tomeget is. Ezekkel a valtozokkal elméletileg korlatozas nélkiil
szamolhatunk. Ritka az olyan statisztikai eljaras, amelyik csak ilyen adatokra al-
kalmazhat6. Példaként azért megemlithetjiik a relativ szoras fogalmat, amely egy
arannyal fejezheto ki, tehat ide tartozik (v6. 119. megjegyzés).
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Kériilbeliil
6 m magas

97. abra

A hétkoznapi becslés: az ember feltételezett test-
magassaga alapjan adunk becslést a fa magassaga-
ra.

torzitatlan becslés

hatasosabb kevésbé hatdsos

torzitott becslés

nem megfelelé mintavételi torzitas

statisztika

98. dbra

A ,jo” és kevésbé jo becslések bemutatdsa a cél-
tablan. A becsiilendd jellemzonek a céltabla koze-
pe felel meg. A kék kor kozepe mutatja a becslés
varhato értékét, sugara pedig aranyos a szorasaval.

A torzitast egyfeldl a nem megfeleld statisztikai
fuggvény (becslés) hasznalata, masfeldl az elhiba-
zott mintavétel is okozhatja. Ilyen lehet példaul
egy nem kellden atgondolt szisztematikus minta-
vétel (vO. 88. megjegyzés).
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14.0. Becslés, statisztikai becslés, jo becslés

A becslés a hétkoznapi életben a mérésnek egy kevéssé kifinomult valtozata.
Ha valaki mér, akkor: ,,Egy nagysagot 6sszehasonlit egy meghatarozott egységgel,
¢és az Osszehasonlitds eredményét szamokban fejezi ki.” Ha becslést végez, akkor
ugyanezt csak hozzavetdlegesen teszi. Tehat tigy tiinik, hogy a mérés valaminek a
pontosabb, a becslés a kevésbé pontos meghatarozasa (97. dbra).

A statisztikai becslés mast jelent. Ugyanis az igy kapott eredmény épphogy
pontosabb, mint egy ,kdzdnséges” mérés eredménye. Ennek bemutatasara példa-
ként valasszuk a pulzusszam mérést. A pulzusszam valdjaban a szivverés frekven-
cidja, folytonos jellemzo és csak az egyszerliség kedvéért, illetve megszokasbol
hasznalunk diszkrét (egész) értékeket. Mértékegysége az 1/perc. Ezek figyelembe-
vételével a tovabbiakban csak a mérészamokkal dolgozunk és tegytik fel azt a kér-
dést, hogy: mennyi az egészséges ember normadlis pulzusszama’?

A kérdés megvalaszolasa érdekében az egészséges emberek koziil valasztunk
egyet és nyugodt koriilmények kozott ,,nagyon pontosan” megmérjiik a pulzussza-
mat. Mondjuk az eredmény 75 és igy gondolhatjuk, hogy megkaptuk a ,,nagyon
pontos” valaszt. Ha azonban valaki mar egy kicsit statisztikaval ,,fert6zott”, akkor
kételkedése felébred és egyértelmii valasz helyett ujabb kérdések meriilnek fel
benne: biztos, hogy ez a j6 eredmény, nem hibaztam valahol? Ha még azt is tudja
az illetd, hogy a mérés eredménye a ,,véletlentdl” is fiigg, tehat a legnagyobb igye-
kezettel sem tudunk ,.hibatlanul” mérni, akkor arra az elhatarozasra jut, hogy Gjra
mér. A tobbszori mérés viszont nem mas, mint mintavétel, és a kivalasztott min-
taeclemeknek valamilyen kozos jellemzojét (példaul az atlagat) fogjuk arra hasznal-
ni, hogy a feltett kérdésre valaszt adjunk.

A helyzet az, hogy a feltett kérdésben mar benne van az, hogy benniinket egy
sokasag jellemzdje érdekel és valdjaban nem arra vagyunk kivancsiak, hogy egy
vagy tobb egészséges embernek mennyi a pulzusszama. Ebben az esetben a soka-
sag nem egy konkrétan megfigyelhetd halmazhoz koéthetd, hanem egy absztrakt
végtelen halmazhoz, amely az Gsszes lehetséges ,,normalis” pulzusszamot tartal-
mazza.

A statisztikai becslés alapjait tulajdonképpen mar tisztaztuk, nevezetesen ami-
kor megfogalmaztuk a statisztika alaptételét. Ennek kapcsan azt is mondhatjuk,
hogy az elméleti eloszlasfiiggvény a tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel becsiilhetd
(v6. 13.2. rész). De amennyiben ez igaz, akkor az elméleti eloszlasfiiggvény szam-
szert jellemzoi is (varhatoérték, variancia stb.) becsiilhetdk a tapasztalati eloszlas-
fiiggvény megfeleld jellemzivel. Altalanossagban ugy fogalmazhatunk, hogy egy
szamszeri jellemz6 elméleti értékének becslésére a &, &, ..., &, mintabeli val-
tozok egy fiiggvényét hasznaljuk. Ezt a fliggvényt statisztikai fliggvénynek vagy
roviden statisztikanak nevezziik. Az adott jellemz0 kozelitésére konstrualt statiszti-
ka pedig a jellemzd becslése.

Mivel maguk a mintaelemek valdszinliségi valtozok, igy minden becslés is
természetesen az, amelynek adott eloszlasa van. Legyen w az alapsokasag egy
szamszeru jellemzoéje és a w(&y, &, ..., &,) az erre vonatkoz6 becslés. Ahhoz, hogy
a becslést jonak mondjuk, a w fiiggvénynek bizonyos jo tulajdonsagokkal kell bir-
nia.

1. A w becslés torzitatlan, ha varhatoértéke megegyezik w -val:
EWw=ow. (85)

2. Ha w -nak w; és w; is torzitatlan becslése, akkor a kisebb varianciajut nevez-
ziik hatasosabbnak, azaz, ha

var (w,) <Var(w,), (86)

akkor w; hatasosabb becslése @ -nak, mint w,. A torzitatlan becslések koziil a mi-
nimalis szorasut hatasos becslésnek nevezziik. Két torzitatlan becslés koziil tehat
konnyt kivalasztani a jobbat. A dontés azonban nem ilyen egyértelmii akkor, ha az
egyik becslés torzitott (98. abra). (Kisebb torzitds még elfogadhatd abban az eset-
ben, ha ettdl Iényegesen kisebb szorasu becsléshez jutunk.)

3. Aw(E, &, ..., &) becslést konzisztensnek mondjuk, ha a minta elemszama-
nak novekedtével egyre csokken annak a valoszinlisége (n — o esetén 0-hoz tart),
hogy a |[w—o| eltérés egy el6re megadott kiiszobértéknél nagyobb legyen.



99. megjegyzés

Ha a becsiilend6 jellemz6 a median, aminek a
(35) definicios Osszefiiggés alapjan nemcsak
egyetlen érték felelhet meg, hanem egy interval-
lum is, ilyenkor célszerli az egyértelmiivé tétel
példaul oly modon, hogy az intervallum kozepét
tekintjik mediannak. (A mindennapi gyakorlat-
ban a két sz¢Els6 érték szamtani kozepét szoktak
hasznalni.)

100. megjegyzés
Megkiilonboztetésképpen ha a minta szorasarol
beszéliink, akkor a megfeleld angol kifejezés
figyelembevételével (standard deviation) SD-t
fogunk hasznalni.

Mintafeladat

4. Aw(&, &, ..., &) becslés elégséges, ha ugyanabbdl a mintabol nem lehet
tobb ismeretet nyerni @ -ra vonatkozdan. Ezen azt értjiik, hogy a statisztika a min-
ta eloszlasanak adott jellemzdjére vonatkozéan minden ismeretet magéba sirit.
Egy masik megfogalmazds szerint — ami mas megvilagitasba helyezi az elégséges
becslés fogalmat — belathato, hogy amennyiben w @ -nak hatasos becslése, akkor
az mindig egy elégséges becslés fiiggvényeként adhatd meg.

14.1. A becslés pontossaga, hibaja

Egy becslés hibajan a becslés (w) €s a becsiilendd jellemzd (w) kozotti eltérést,
azaz |w—m| -t értjik (99. megjegyzés). Ugyanugy, mint a becslés maga, a hiba is
valdszintiségi valtozo, mintar6l mintara valtozik, ezért a becslés pontossagat a hiba
eloszlasaval, illetve annak valamely jellemzdjével szamszerisithetjiik. A szokasos
jellemz6 az atlagos négyzetes eltérés (mean squared error, MSE), azaz az eltérés
négyzetének varhatoértéke:

MSE = E[(w-0)]. 87)

Minél kisebb az atlagos négyzetes eltérés, annal pontosabb a becslés. Egy becslés
pontossaga valdjaban két, egymastdl logikailag fiiggetlen tényez6 ereddje. Egyik a
véletlen hiba vagy véletlen ingadozas, a masik a tendencidzus hiba vagy torzitas.
Torzitasnak tekintjiik a hibat, ha a jellemz6 becsiilt értéke szisztematikusan kisebb
vagy nagyobb magénal a becsiilendd jellemzonél. A becslés véletlen hibajat rend-
szerint a becslés szdrasaval adjuk meg, amelyet nem szoérasnak, hanem standard
hibanak (standard error, SE) neveziink (100. megjegyzés):

SE(w) = JVar (w) = JE[(w—Ew))] . (88)

A becslés torzitasat (bias) a becslés varhatoértékének a becsiilendd jellemzotol
valo eltérésével mérjiik:

bias(w)=Ew-w)=EW)-o . (89)
Viszonylag egyszerii algebrai atalakitasokkal belathatd, hogy az atlagos négyzetes

eltérés éppen megegyezik a standard hiba és a torzitds négyzetdsszegével
(Mintafeladat):

MSE = SE*(w) + bias*(w) . (90)

Igazoljuk a (90) 6sszefiiggést, nevezetesen, hogy az atlagos négyzetes eltérés a standard hiba és a torzitas négyzetdsszege!

Megoldas: Induljunk ki a (87) definicids dsszefliggésbol és a (w — w) kiilonbséghez adjuk hozza a 0 = — E(w) + E(w) kifeje-
z¢st (ami természetesen nem jelent érdemi valtozast), majd végezziik el a négyzetre emelést:

E[(6v- Eon)+ Ew) -0))'] = E[(w- E60)+ E0) -0 )+ 20— E)(Ew) -0)]

A szogletes zarojelen beliil a varhaté érték képzése a (74) Osszefliggés alapjan tagonként végezhetd el. Lathatd, hogy az elsd
tag varhato értéke éppen Var (w) = SE*(w)-vel egyenld (v6. (88)), a masodik tag a torzitds négyzete, ami egy szam ezért var-
hat6 értéke dnmaga (v6. (89)). A harmadik tag varhato értéke pedig 0, hiszen az els6 és az utolsd tényezd egy-egy szam (vO.

(73/1)), a (w — E(w)) tényezd varhat6 értéke pedig 0 (v6. 62b. megjegyzeés), igy a 0-val szorozés 0-t ad eredményiil.

101. megjegyzés

Azt szokas mondani, hogy a konzisztencia amo-
lyan minimalis kovetelmény egy becsléssel
szemben. Ha még ezt sem teljesiti, akkor nem
tekinthetd jo becslésnek.

Minél kisebb az atlagos négyzetes eltérés, annal pontosabb a becslés, tehat a
(90) osszefiiggés szerint akkor a legjobb a becslés, ha mindkét tag, azaz a véletlen
hiba és a torzitas is kicsi. Azonban mig a véletlen hiba szdmszertien mérhetd, ad-
dig a torzitas tobbnyire nem mérhetd becslési hiba.

Eléfordulhat, hogy egy jellemzdére nem tudunk torzitatlan becslést adni, de
olyat igen, amelynek torzitisa a minta elemszimanak névekedtével egyre ki-
sebb lesz, azaz n — o esetén 0-hoz tart. Az ilyen becslést aszimptotikusan torzi-
tatlannak nevezziik. (A statisztikdban egy tulajdonsagra altalaban is akkor mond-
juk, hogy ,,aszimptotikus”, ha az egyre nagyobb elemszdmu mintakra egyre jobban
teljesiil.) Amennyiben hasonl¢ allitds megfogalmazhat6 a standard hibara nézve is,
akkor bizonyithatd, hogy a becslés konzisztens is (101. megjegyz¢Es).
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102. abra

Nyolc, 20 f6s tanuldcsoport hallgatéinak pulzus-
szama és a mintaatlagok szemléltetése.

103. megjegyzés

A mintaatlag varhato értékének (91) meghataro-
zasakor a (73/1) és a (74) tulajdonsagokat, a
mintaatlag szorasnégyzetének (92) meghataro-
zasakor pedig a (73/2) és — a mintaelemek fiig-
getlensége mellett — a (75) tulajdonsagot hasz-
naltuk ki.

104. megjegyzés

Mindezen tal a centralis hatareloszlas tétel alkal-
mazasaval (v0. 11.1. rész) bizonyithato, hogy a
mintaatlag eloszldsa a minta elemszamanak
novekedtével — a vizsgalt valtozd eloszlasatol
fiiggetleniil — egy normalis eloszlashoz tart, tehat
aszimptotikusan normalis eloszlasu.

105. megjegyzés

Itt lathatoan bajba keriilink az elnevezésekkel,
ugyanis eddig az ,.elméleti” és a ,tapasztalati”
szavakkal utaltunk arra, hogy a sokasagrol, vagy
a mintar6l van sz6. A varhato érték és atlag
illetve a variancia és szorasnégyzet, pedig nagy-
jabol szinonimakként hasznalhatok. Ha azonban
az “eltérés négyzetek atlagat” tekintjilk, mint
altalanos meghatdrozast, akkor nem vilagos,
hogy minek, mitdl valo eltérésérdl beszéliink. A
(94) Osszefiiggésben épp ez a kettdsség nyilva-
nul meg, nevezetesen a mintaclemek eltérését
mérhetjiik a mintaatlagtol, de a sokasag atlagatol
is.
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14.2. A mintaatlag és a mintaszoras néhany fontos tulajdonsaga

A leggyakrabban hasznalt becsld fliggvény a mintaatlag vagy tapasztalati atlag
(tapasztalati varhatoérték) (X) illetve (§), amellyel az alapsokasag atlagat (u -t),
azaz az elméleti dtlagot (elméleti varhatoértéket) becsiiljiik (vo. (27)). (A kétféle
jelolést az indokolja, hogy szeretnénk megkiilonboztetni az adott mintabdl kisza-
molt konkrét mintaatlagot (X) és a mintdkbol kiszdmolhaté mintagtlagot, mint

valosziniiségi valtozot () (vo. (84)).

A tulajdonsagok egy része szembetiind, ha tobb mintat és a mintaatlagokat is
szemléltetjiik. Ennek érdekében térjlink vissza a pulzusszam méréshez és tekintsiik
a 102. abran feltiintetett adatokat. Megfigyelhetd, hogy az atlag mint kdzépérték a
minta valtozasara nem nagyon érzékeny, hiszen a szamolas az dsszes mintaclem
figyelembe vételével torténik, igy — féleg nagyobb elemszamt mintak esetén — egy
-egy adatnak csak kevés modosito szerep jut. Ennek az a kdvetkezménye, hogy a
kiilonb6z6 mintakbdl szamolt atlagok csak kevéssé térnek el egymastol. Azt is
mondhatjuk, hogy a mintaatlagok joval kevésbé ,,sz6rodnak”, mint az adatok.

Mit jelent ez kvantitativabban? Tudjuk, hogy (reprezentativ minta esetében) a
mintaclemek mint valdszinliségi valtozok eloszlasa az alapsokasag eloszlasaval
megegyezik (vo. 13.2. rész). Igy, ha a sokasag atlagat u-vel, szérasnégyzetét o *-
tel jeloljiik, akkor a &, &, ..., & mintara igaz, hogy E(&) = u és Var(&) = o >
Mindennek figyelembevételével hatdrozzuk meg a mintaatlag varhatoértékét és
szorasnégyzetét (103. megjegyzes):

_ 1 1 n 1L 1
E(a:)_E(;;@]:;E(;é]—;;E(é,—)—;nu=/l, 1)

Eyevarl LS e e Ly e = LS 1m0
Var(f)—Var(n'Z:l:ﬁ,j—nzVar{;é] nngar(c_fi) nzna - .(92)

Lathato, hogy a mintaatlag varhatoértéke megegyezik az alapsokasag megfele-
16 jellemzdjével, az elméleti atlaggal, tehat a mintaatlag mint becslés torzitatlan
(v6. (85)). Az is megfigyelhetd, hogy n — oo esetén a mintaatlag varianciaja,
illetve az ebbdl vont négyzetgyok, azaz a mintaatlag standard hibaja is (v6. (88))
0-hoz tart:

SE(E) = % . (93)

E két feltétel egyiittes teljesiilése viszont azt jelenti (mint azt a 14.1. részben az
aszimptotikus torzitatlan esetben mar emlitettiik), hogy a mintaatlag mint becslés
nemcsak torzitatlan, hanem konzisztens is (104. megjegyzés).

A masik igen gyakran hasznalt becsld fliggvény a mintaszoras vagy tapasztala-
ti szords (vo. (42)), — a fent mar emlitett kétféle jelsléssel — (s,) illetve (s:),
amellyel az alapsokasag szorasat (o -t), azaz az elméleti szordst becsiiljiik. Itt
azonban azzal kell szembesiilniink, hogy mig az elméleti szoéras az elméleti atlag-
tél valo eltéréseket méri, a tapasztalati széras — az elméleti atlag ismeretének
hianyaban — a hasonl¢ eltéréseket ,,csak™ a tapasztalati atlagtol tudja mérni. Elvi-
leg azonban ugyanabbol a konkrét mintabol (xy, x,, ..., x,,) egy olyan szorasnégyzet
is meghatarozhato, amelyik az elméleti atlagtol valo eltéréseket méri (105. meg-
jegyzés). A kétféle szorasnégyzetre az atlag minimum tulajdonsaga alapjan (vo.
10.0. rész masodik mintafeladat) fennall a kdvetkez6 egyenldtlenség:

1 1
;Z}(x,—#)zzzzl‘,(x,«—x)%sxz. (94)

Ez az 6sszefliggés viszont az dsszes lehetséges mintéra igaz. Igy a minimum tulaj-
donsagbol az is kovetkezik, hogy a tapasztalati szorasnégyzet mint valosziniségi
valtozo (S; ) minden esetben szisztematikusan kisebb vagy egyenld, mint a becsii-
lend elméleti szorasnégyzet (o), igy varhatoértéke nem lehet egyenlé az elméleti
szorasnégyzettel:

E(s.)#0” (v6. (85)). (95)

Ezek szerint a tapasztalati szordsnégyzet csak torzitott becslést ad az elméleti
szordsnégyzetre.



A kérdés az, hogy miként lehet korriglni ezt a torzitast. A kdvetkezd mintafe-
ladatban — a 14.1. rész mintafeladataban alkalmazott 1épésekhez hasonléan — belat-
juk, hogy a tapasztalati és az elméleti szérasnégyzet kozott fennall az alabbi dssze-
figgés:

2_¢2,0 | 96
ol=s+ (96)

Mintafeladat
Igazoljuk a (96) Gsszefiiggést.
Megoldas: Els6 1épésként irjuk fel a megfeleld szorasnégyzeteket (vo. (92)).

1. a mintaclemek variancija: Var(¢)=E [(‘f i ,U)Z] =c’,

— — 2
2. a mintaatlag varianciaja: Var({)=E [(5 - ,U)z] = 0-7 ,
3. a mintaelemek tapasztalati szorasnégyzete: E [(51 - <§_ )2] = s; ,

ahol felhasznaltuk, hogy E(&)=E(E)=E@E)=u (v6. (91)). Ezutan az 1. kifejezést alakitsuk at tgy, hogy a (& — p) kii-
16nbségbdl vonjuk le a mintaatlagot majd rogton adjuk is hozza (ami 6sszességében természetesen nem okoz valtozast). Igy
felirhato a kovetkezd egyenldség:

3 _ _ P
E[(é —/1)]2 E[((é - §)+(§_#))] .
A jobb oldalon a négyzetre emelés elvégzése utan csak a négyzetes tagok maradnak meg (v6. 14.1. rész mintafeladat), hiszen

a fiiggetlenség és az atlag E(& — 5_ ) =0 tulajdonsaga miatt (v0. 62. megjegyzés) a vegyes szorzat 0-t ad eredményiil. A ka-
pott varhato értékeket a fenti 3. illetve 2. kifejezésekkel 6sszevetve €éppen a bizonyitandd egyenldséget kapjuk.

Ebbdl kisebb atalakitassal a tapasztalati szorasnégyzet is kifejezheto:

2 n-— 1 2
Se = G, €0
7 n
s? illetve a (41) Osszefiiggés alapjan egy konkrét minta esetén egy 0ij mennyiség, a
207 o n korrigalt tapasztalati szorasnégyzet is bevezethetd:
n-1 %2 2 N 1 4 —\2
: S, =8 ——=—=) (5 -X)". 98
151, 1,05 : n-1 n—lg ©8)
Y :'_'_‘:‘_‘ _______ { s0000ee A (97) sszefliggés azt mutatja, hogy bar a tapasztalati szordsnégyzet torzitott
becslése az elméleti szorasnégyzetnek, aszimptotikusan torzitatlan, hiszen
054 n — o esetén a o > el6tt 4ll6 hanyados 1-hez tart. A (98) Gsszefiiggésbol pedig az
deriil ki, hogy a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet eleve torzitatlan, ugyanis:
¥2 5
0,0 . : : : : : =0? (Vo ;
S S . E(s. )=0" (v6.(97) és (85)). 99)
106. 4bra A két szorasnégyzet viszonyat jol szemlélteti a 106. abra, ahol a kettd aranyat a

A Kkorrigalt és a korrigalatlan tapasztalati szoras ~ minta elemszamanak fiiggvényében tiintettiik fel (107. megjegyzeés).

hanyadosa a minta elemszdmanak fliggvényében. ., L, ) L. o , ) B .
n> 21 esetén az eltérés mar 5%-nal kisebb. A korrigalt szoras kapcsan egy 1j, a késébbiek soran még sokszor eléforduld

mennyiség, a szabadsagfok (v) bevezetésére nyilik lehetéség. Ez pedig a (98) dsz-

o szefiiggésben az (n—1) kifejezés. A szabadsagfok szamszerii jellemzok becslésé-

107. megjegyzés . . i vel kapcsolatos statisztikai fogalom, amely szoros Osszefiiggésben van a minta
A variancia korrigalatlan és korrigalt becslésé- A , ; RN . C o,

nek a viszonya azért is érdekes, mert a korrigalt elemszamaval, n-nel, de lathatdan nem mindig egyenld vele. A szdmitdsok kezde-

becslés torzitatlan ugyan, de mivel szisztemati- tekor az n adatbol 4ll6 minta szabadsagfoka is n. Ha egy mintabol valamely jel-

kusan mindig nagyobb a korrigdlatlan becslés-  Jemz§t ugy kell becsiilniink, hogy ahhoz ugyanebbdl a mintabol mar elézetesen

nél, ezérta véletlen ingadozdsok miatta standard o hatarozott jellemzoket fel kell haszndlnunk, akkor annyit kell levonnunk az

hibdja is nagyobb. Ennek ellenére a gyakorlat- ) | , , . ., g . .

ban mégis inkabb a korrigalt becslést hasznaljak. eredetileg n szabadsdgfokbol, ahany korabbi (egymastdl fiiggetlen) jellemz6t a

becslés kozben felhasznaltunk. Mivel a tapasztalati szords becslésénél az n adaton

kiviil az ugyanabbol a mintabol mar meghatarozott atlagot is fel kell hasznalnunk,

ezért a tapasztalati szords szabadsagfoka v=n—1.

Altalanosan egy statisztika szabadsagfokat ugy definialjuk, hogy a minta elem-
szamabdl (n) levonjuk az adott statisztika kiszamitashoz sziikséges azon szamszeri
(egymastdl fliggetlen) jellemzok szamat (k), amelyeket ugyanebbdl a mintabol mar
meghataroztunk. Bonyolultabb esetekben a szabadsagfokot kiilon képlet adja meg.
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108. megjegyzés

Az ilyen kozelités akkor is jol hasznalhato, ha a
valtozéra vonatkozé matematikai feltételek
szigorian nem teljesiilnek. Tudjuk példaul, hogy
a normalis eloszlas negativ szamokon is értel-
mezve van, mégsem vonjuk kétségbe hasznalha-
tosagat a kizarélag pozitiv szamokon értelmez-
hetd testmagassagra. Ebben az esetben egyszer(i
a magyarazat: a gyakorlatban a nagyon kis valo-
szinliségek a 0 valoszintiségtol nem kiilonboztet-
het6k meg.

0,5

0

109. abra

Az 1, 2, 3 és 4 szabadsagfoku y’-eloszlas siiri-
ségfuggvényének grafikus szemléltetése. E(&) = v,
Var(§)=2v (v=2); Mo=v-2 (v=3).

110. megjegyzés

Mint azt a szabadsagfok bevezetésénél (14.2.
rész) lathattuk, a szorasnégyzet szabadsagfoka
eleve v=n—1, igy nem kell meglepédniink ezen
az eredményen sem.
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14.3. £ és S; eloszlasa normalis eloszlasu sokasag esetén

Sok esetben gy jarunk el, hogy feltessziik, hogy a sokasag eloszldsa jol koze-
lithetd egy nevezetes eloszlassal, példaul normalis eloszldssal, majd ezutan ennek
jellemzdit hasznaljuk az egyébként ismeretlen sokasag jellemzésére. A statisztika-
ban a normalis eloszlas azért jatszik kulcsfontossagu szerepet, mert a vizsgalt val-
tozok nagyon gyakran — legalabbis kozelitéleg — normalis eloszlastak (vo. 77.
megjegyzes), valamint azért, mert sok statisztikai eljaras csak normalis eloszlasu
valtozokkal miikodik helyesen (108. megjegyzEs).

Mivel esetiinkben a minta — a 13.2. rész elején elmondottak alapjan — fliggetlen

normalis eloszlasu valoszinliségi valtozok sorozata, ezért a mintaatlag (ﬁ_ ),amia
mintaclemek 6sszegébdl adodik, maga is normalis eloszlasu. Ha N(x, o)-val je-
16]jiik a sokasag eloszlasat, akkor a tapasztalati atlag eloszlasa a (91) és (93) Gssze-

fiiggések alapjan:
o
N s 1— |-
( \/Zj

Kevésbé egyszerli a minta szorasnégyzet (sg) eloszlasanak meghatarozasa.
Ennek érdekében eldszor be kell vezetniink egy 1j eloszlast, amely a normalis el-
oszlasbol szarmaztathat6. Legyen &, &, ..., &, n darab fiiggetlen standard normalis
eloszlasu (N(0,1), vo. 12.1. rész) valdszintiségi valtozd. Ekkor az

2 2 2

772 :‘51 +‘§z +“'+§n

valosziniiségi valtozo eloszlasa a v = n szabadsagfoku y’-eloszlas (109. abra),
négyzetgyoke pedig a y-eloszlas.

(100)

(101)

Amennyiben a &, &, ..., & n elemli minta M(u, o) eloszlast, akkor a u-vel
eltolt §; = & — p valoszinliségi valtozok N(0, o) eloszlasuak lesznek (vo. 12.1.
rész). Mivel az eltolasi transzformacio a szorasnégyzetet nem befolyasolja, ezért a
transzformalt minta szdérasnégyzetének eloszlasa az eredetivel megegyezd lesz.
Egy tovabbi nyujtasi, illetve zsugoritasi transzformacio elvégzésével az 1) valtozo
N(0;1) eloszlastiva alakithatd. Mindezek ismeretében, ha nem is kozvetleniil a sz6-
rasnégyzetnek ( 57 -nek), de egy viszonylag egyszerii transzformaltjanak eloszlasa
meghatarozhato. Mivel a szorasnégyzet (41) Osszefliggésében a (i-hez hasonld
kiilonbségek négyzetének 0sszege szerepel, igy belathatd (a bizonyitast itt is mel-
16zziik), hogy az

—zls: (102)

transzformalt szorasnégyzet (illetve korrigalt szérdsnégyzet, vo. (98)) v = n—1
szabadsagfoku y*-eloszlasu valoszintiségi valtozo (110. megjegyzés).

14.4. Egy valoszintiség becslése

Példaként becsiiljiikk meg annak a valosziniségét, P(A4)-t, hogy Magyarorsza-
gon egy véletlenszertien kivalasztott egyénnek ,,4” vércsoportl vére van. Ebben az
esetben a sokasdg a Magyarorszagon ¢él6 emberek 0sszessége a megfeleld vércso-
port adatukkal egyiitt. A becsléshez ebbdl valasztunk ki egy » elemli mintat. Te-
gylik fel, hogy a vércsoport meghatarozasok utan & esetben kapunk ,,4” vércsopor-
ta eredményt és (n—k) esetben egyebet. Tudjuk, hogy az ehhez hasonld ismételt
alternativak modellezésére a binomidlis eloszlas hasznalhaté. Amennyiben a konk-
rét k érték helyett a neki megfeleld x valdszintiségi valtozot tekintjiik, akkor ennek
varhatoértéke és variancigja (vo. (48), (49)):

E(k)=nP(4) , Var (i) = nP(4)(1 - P(4)) . (103)
Ennek alapjan a k/n relativ gyakorisagra:
E[fj =L ey = P, (104)
n) n
K 1 1 1
Var (—j = —Var () =— P(A)(1- P(4))< —, (105)
n n n 4n
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111. abra

Példa ,,pontbecslés”-re: a korozott személy koriil-
beliil 175 cm magas;

és intervallum becslés”-re: a korozott személy
mintegy 170-180 cm magas.

112. megjegyzés

A megoldas az lehet, hogy egyetlen becsiilt érték
helyett megadunk egy olyan intervallumot,
amely az adott elméleti értéket nagy valoszinii-
séggel tartalmazza. Problémank most mar csak
az, hogy hol vonjuk meg az intervallum hatarait.

113. megjegyzés
Az intervallum hatdrainak megvonasanal a ko-
vetkez6 szempontokat kell figyelembe venniink.

Ha nagyon tag hatarokat adunk meg, akkor
varhatd ugyan (nagy a valdsziniisége), hogy
ezek a ,valodi” értéket (w-t) kozrefogjak, de a
nagyon tag hataroknak tobbnyire kevés a gya-
korlati haszna.

Ha ezzel szemben sziikitjiik a hatarokat, foko-
zottan novekszik annak a kockézata, hogy azok
mar nem fogjak kozre az adott jellemz6 értékét
(w-t), tehat kovetkeztetésink megbizhatosaga
csokken.

114. abra

A konfidencia hatarok meghatarozasanak grafikus
szemléltetése standard normalis eloszlasu valoszi-
niiségi valtozo esetén (p = 0,05, u, = 1,96, 95%-o0s
konfidencia szint) (115. megjegyzés).

115. megjegyzés

A gyakorlati alkalmazasok soran, mivel 1,96 ~ 2
kevésbé akkuratusan azt szokas mondani, hogy a
95%-os konfidencia szint esetén u, = 2.

ahol a 13.2. rész mintafeladatahoz hasonléan irtuk fel az egyenl6tlenséget. E két
Osszefliggés, (104) és (105) azt jelenti, hogy a k/n relativ gyakorisag torzitatlan és
konzisztens becslése a P(4) valdszintiségnek (vo. 14.0. rész).

Mivel a valdszinliség altalaban nem ismert, a gyakorlatban a relativ gyakorisa-
got hasznaljuk helyette. Fontos hangsulyozni azonban, hogy a minta szamszerQ
jellemzdi eltérhetnek a sokasag jellemzoitdl. A feltételes mod azért indokolt, mert
a sokasag jellemzoit csak kivételes esetekben ismerjiik, igy a legtobb esetben nem
tudjuk, hogy a jellemzdk valdjaban eltérnek-e vagy sem.

Az eddigi becslések mindegyike pontbecslés volt (111. dbra), ami azt jelenti,
hogy a becsiilt tapasztalati érték és a ,,valodi” elméleti érték kozott altalaban
van egy véletlen eltérés, amelynek nagysagardl semmit sem tudunk mondani.
Amit ilyen esetben hidnyolunk, az a megbizhatdsag vagy bizonyossag, idegen sz6-
val konfidencia. Ezt szeretnénk a kdvetkezokben szamszeriien is jellemezni (112.

megjegyzés).

14.5. Konfidencia intervallum (tartomany)

Legyen w az alapsokasag egy szamszerii jellemzdje és &, &, ..., & egy n cle-
mil minta. A legtobb esetben lehetdség nyilik olyan w; és w, statisztikdk konstrua-
laséra is, hogy a (wy, w,) intervallum — elére megadott — nagy valoszintiséggel le-
fedje az o jellemz6t, azaz teljesiiljon a

PwLw<w,)=1-p (106)

egyenldség, ahol p tetszdlegesen (kicsire) megvalaszthatod valoszinliség, amelytdl a
wy és w, statisztikak fliggenek (113. megjegyzés). Ilyenkor w-t egy intervallum-
mal becsiiljiik, ezért a becslésnek ezt a modjat intervallum becslésnek nevezziik
(111. abra).

A (w1, wy) véletlen helyzetii intervallumot konfidencia intervallumnak, az 1—p
valdsziniiséget, ami a lefedettség bizonyossaganak mértékét fejezi ki, és amit leg-
tobbszor %-ban adunk meg, konfidencia szintnek, mig az intervallum kezdd és
végpontjat konfidencia hataroknak nevezziik.

Néhany specialis esetben a normalis eloszlasu sokasag u és o paramétereire
vonatkozéan a konfidencia intervallum elég egyszeriien meghatarozhat6 .

1. Tegyiik fel, hogy o ismert, (ami a gyakorlatban elég ritkdn fordul eld, de elmé-
leti jelentésége miatt foglalkoznunk kell vele) és u lehetséges konfidencia
intevallumaira vagyunk kivancsiak. Az n elemi minta atlaganak standardizalasa
(v0. (71)) utén a transzformalt u valoszinliségi valtozé mar N(0;1) eloszlasu:

LS _InE-p
=2t =——r (107)

Jn
Erre vonatkozoan a (106) dsszefiiggés alapjan megadhat6 a (-u,, u,) konfiden-
cia intervallum:

p 1 t \7z
P(|u|§up):26[f(x)dx=2ﬁ 6[6 dx=1-p |
ahol az integrallal a strségfiiggvény ismeretében a konfidencia hatarok kozotti
gorbe alatti teriiletet szamoljuk ki (114. 4bra). u,-t aszerint tudjuk valtoztatni, hogy
az a kivant (1 —p)-100% konfidencia szintnek megfeleljen. A visszatranszformalas
elvégzése utan (vo. (107)) most mar u-re vonatkozoan is megkaphatjuk a konfi-
dencia intervallumot:

(108)

Fou % Fiu ij (109)
P \/; > P \/; :
Amennyiben p = 0,05 (95%-0s a konfidencia szint), akkor ezt gy kell érteni, hogy
ha példaul 20-szor vesziink mintat és szamolunk bel6l konfidencia intervallumot,
akkor nagyjabol 19-szer kapunk olyat, amely lefedi a becsiilendd jellemzdt, de
egyszer olyat is kaphatunk, ami nem fedi le (v6. 91. megjegyz¢€s).
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William Sealy Gosset (1876-1937) angol vegyész-
mérnok ¢és statisztikus, a t-eloszlas kidolgozodja,
melyet Student alnéven publikalt.

f(x)
] \ szabadsagfok (v)
", o0

116. abra

A 2, 4 és oo szabadsagfoku t-eloszlas siirliségfiigg-
vényének grafikus szemléltetése. £(&) =0, (v>1).
Me=Mo =0; Var(§) = v/(v-2), (v>2).

F(x) x?
1.
0,51------f----- 1-p
e -—--4---.p2
0 i v i ]
0 X4 5 X, 10 15 X
117. abra

A konfidencia hatarok kijelolésének altalanos
modszere a 4 szabadsagfoku y’-eloszlas eloszlas-
fliggvényén bemutatva.

Lathatjuk, hogy amennyiben a konfidencia inter-
vallumokat a  transzformalt  eloszlasban
interkvantilis terjedelemként kezeljiik, akkor
teljesen mindegy, hogy az eloszlas szimmetrikus
vagy nem, hiszen (1-p)100% konfidencia szint
esetén azok az xi, x, értékek lesznek a konfidencia
hatarok, amelyekre F(x,) = p/2, és F(x,) = 1-p/2
(118. megjegyzés).

118. megjegyzés

Figyeljiink arra, hogy a tablazatokban és a sza-
mitégépes programokban is az az elfogadott
konvencio, hogy a fenti abrahoz képest éppen
forditva adjak meg az értékeket. Nevezetesen az
x; helynek felel meg a ;(21,1,/2, és az x,-nek a
220 érték.
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Ha — mint az leggyakrabban lenni szokott — egyetlen mintdbdl szdmolunk kon-
fidencia intervallumot, akkor ezzel az egyedi intervallummal kapesolatban valo-
sziniiségi kijelentésnek mar nincs helye. Persze azért bizunk benne, hogy ez az
egy lefedi a becsiilend6 jellemz6t, hiszen tudjuk, hogy a hibalehetéség csak 5%.
Ezért hasznaljuk a valosziniiség helyett a konfidencia kifejezést.

2. Tegyiik fel, hogy o nem ismert, és ebben az esetben is u lehetséges konfidencia
intevallumait szeretnénk megadni. Tekintsiik az alabbi statisztikat (#), amelyet
egy n elemii mintabol hataroztunk meg:

N e
A T
s; \/n—ls* \/n—ls* ’ (110)

o ¢ o ‘¢
Ez a (107) 6sszefiiggéstdl annyiban tér el, hogy itt o helyett a mintabdl meghata-
rozhat6 (tapasztalati) korrigalt szoras (s g ) szerepel, majd a szamlalot és a nevezdt
is megszoroztuk n—1 /o -val. A (107) Osszeiiggéssel vald Osszevetés utan
lathatjuk, hogy a szamlaldé az N(0;1) eloszlasu u valosziniiségi valtozo vn—1 -
szerese. A nevezd pedig a (102) dsszefliggés jobb oldalanak négyzetgyoke, tehat
v = n—1 szabadsagfokll y-eloszlasu valdsziniliségi valtoz6. Mivel a szamlald és a
nevezd fiiggetlenck egymast6l, belathatdo (amit most sem részleteziink), hogy ¢,
v = n—1 szabadsagfoki Student—, vagy t—ecloszlasu valdsziniiségi valtozo (116.
abra). Végsd soron ez az eloszlas is a normalis eloszlasbol szarmaztathatd, végte-
len szabadsagfok esetén egzaktul visszaadja az N(0;1) eloszlast, egyébként pedig
stiriségfiiggvényének konkrét alakja a szabadsagfoktol is fligg.

Ugyanugy, mint az el6z6 esetben erre vonatkozoan is megadhato a (-1, ,) kon-
fidencia intervallum:

ip
P(ItISfp)=2fJZ_1(x)dx=1—p (v6. (108)), (111)
0
ahol f,.; a minta elemszamanal eggyel kisebb szabadsagfoku f-eloszlas striiség-
figgvénye. A visszatranszformalas eredményeként megkapjuk x-re vonatkozoan
is a konfidencia intervallumot:

E ; g 5 ; g
-, 7=, ctl,—/—|.
P \/; P \/;
3. Az el6z6 két pontban (ismert és ismeretlen o esetén) u-re vonatkozoan adtunk
meg szimmetrikus konfidencia intervallumokat, o -ra vonatkozban azonban
masként kell eljarnunk. A (102) &sszefiiggés alapjan (u ismeretétdl fliggetlentil)
tudjuk, hogy az ns//c * kifejezés v = n—1 szabadsagfokii y°-eloszlast valészinii-
ségi valtozo. Mig az el6z6 két pontban a transzformalt valtozo (u, illetve ¢ ) elosz-
lasa szimmetrikus volt, ez nem all fenn a y’-eloszlasra. igy ebben az esetben a
konfidencia intervallumot sem tudjuk szimmetrikusan kijelolni (117. abra). Eléggé

kézenfekvéen adodik azonban egy olyan valasztas, amelyre teljesiil az alabbi
feltétel:

(112)

nS2
5

=X

2
ns ns
=1-p, vagy P —iSGZSTé =1l-p,
Zp X »
2 2

1-£

Ply* <

-2 o
2

(113)

SIS

amelyek ekvivalensek egymassal, és ahol Zzp (az eloszlasfiiggvényeknél megszo-
kottol eltérden) azt jelenti, hogy az eloszlasban az ennél nagyobb értékek eléfordu-
lasanak valosziniiség p (118. megjegyzés). gy o -ra vonatkozéan az (1-p)100%
konfidencia szintnek megfelel6 konfidencia intervallum (négyzetgyokot vonva):

Js, s,

%, 7 (114)
2

P
2



Mintafeladat

Adjunk becsléseket az egészséges ember normalis pulzusszamara vonatkozdan az alabbi 20 elemii minta alapjan (az értékek

mind (1/perc)-ben értenddk).

[66]56]89]63]66]69]71]68]58[69]78|66]64]84]74]76[69]77[74]76]

Megoldas: 1. Els6 1épésként szamitsuk ki a mintaatlagot (vo. (27)): x =70,6 (1 tizedes jegyre kerekitve);

majd adjuk meg a standard hibajat (vo. (93)): SE(x)=1.8 (o becslésére a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet
négyzetgyokét hasznaltuk (s, = 8,1) vo. (98)). Ezzel megadtuk a normalis pulzusszam pontbecslését (119. meg-
jegyzés). (Ennél a becslésnél fontos észrevétel az is, hogy amennyiben a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet he-
lyett a korrigalatlannal szamolnank (s, = 7,9), az eredmény az 1 tizedes jegyre valo kerekités miatt nem valtozna

meg.)

Ha feltessziik, hogy a valtoz6 normalis eloszlasi, amelynek paraméterei i és o, akkor az el6zéek alapjan konfidencia in-
tervallumokat is meg tudunk hatarozni. A konfidencia szint mindegyik esetben legyen 95%-os.

2. Amennyiben o ismeretlen, a g-re vonatkoz6 konfidencia intervallum meghatarozasahoz x és SE(x) -on kiviil
sziikségiink van a v=n—1 = 19 szabadsagfoku 7,5 értékre is, amit vagy szamitdgépes program vagy tablazat se-
gitségével hatarozunk meg: #0s = 2.09 (2 tizedes jegyre kerekitve). Mindezek ismeretében a (112) &sszefiiggés
szerint a konfidencia intervallum: (66,8; 74.4) (ismét 1 tizedes jegyre kerekitve). (A statisztikai tdblazatok az utol-
s6 oldalon talalhatok.)

3. Tételezziik fel ezutan azt az esetet, hogy o ismert és értéke ugyanakkora, mint a korrigalt tapasztalati szoras.
Ilyenkor a #,s érték helyett, az ug s értékre van sziikségiink, amely a 114. dbran mar szerepelt: uos = 1.96. (Ez az
érték a ¢ tablazat v = oo szabadsagfokll sorabol is kiolvashato.) Most a (109) 6sszefliggés felhasznalasaval kapjuk
meg a keresett konfidencia intervallumot: (67,1; 74,1).

4. Végiil hatarozzuk meg a konfidencia intervallumot o -ra vonatkozoan is a (113) és a (114) dsszefiiggések alap-

jan. n=20; (v=19); 5,> = 62,3; 70005 = 32,85; x’0.975 = 8,91 ismeretében: (6,2; 11,8).

119. megjegyzés

Van olyan eset, amikor a szoras helyett a relativ
szorast adjuk meg, ami a szoras és az atlag ha-
nyadosa. (Ezt természetesen csak olyan valtozo
esetében tehetjilk meg, ahol az aranyok is értel-
mezheték (v0. 13.4. rész).) Ilyen megadasi for-
mat akkor érdemes valasztanunk, ha azt akarjuk
kifejezni, hogy mekkora a megfigyelt értékek
bizonytalansaga. Nem mindegy ugyanis, hogy
példaul a +10 egységnyi ingadozas 50 vagy
5000 koriil torténik. Az els6 esetben jelentésnek
mondhat6é a 20%-os ingadozéds, mig a masodik
esetben a 0,2%-o0s valosziniileg elhanyagolhato.

120. megjegyzés

A ,referencia tartomany” helyett gyakran hasz-
naljak a ,,normal tartomany” vagy ,,normal ér-
ték” kifejezéseket is. Szabatosabb és pontosabb
a ,referencia tartomany”" hasznalata, mert amig
a referencia sokasag jol meghatarozhato, addig a
hnormal” sokasag igen nehezen. Ha egy vizsga-
lat eredményét kiilonboz6 populacidkon mért
eredményekkel vetjiikk 0ssze, konnyen kidertil,
hogy ugyanaz az eredmény az egyik esetben
,normal”’-nak felel meg, mig a masikban nem
sziikségképpen az. Tipikus példa erre a varandos
néknél mérhetd kémiai jellemzok eltérései, ezért
szamukra tobb vizsgalatnal is specialis referen-
cia tartomanyt kell késziteni.

A mintafeladatbdl kideriil, hogy a pontbecslés mellett — amennyiben van ra
lehetdség — igen hasznos a konfidencia intervallum megadasa is. Ennek figyelem-
bevételével a fenti eredmények (70,6 £ 3,8); (70,6 + 3,5); illetve (8,1 — 1,9 és
8,1 + 3,7). Ebbdl kideriil, hogy mig (az adott feltételek mellett) a mintaatlag szim-
metrikus eloszlast, hiszen a konfidencia hatarok a pontbecslés koriil szimmetriku-
san helyezkednek el, addig a tapasztalati szoras nem az. A konfidencia interval-
lum tehat kifejezheti az eloszlas ferdeségét is. Az ,egyetlen” szamként megadott
standard hiba viszont erre nem képes. Ennek latszolag ellent mond a pontbecslés-
nél is szokasos 70,6 + 1,8 (SE) vagy 70,6 £ 8,1 (SD) (v6. 100. megjegyzés)
megadasi forma, ami azért inkabb csak szimmetrikus eloszlasnal hasznalatos.
Ilyenkor azonban nem szabad elmulasztani annak jelzését, hogy eredményiinkben
a becsiilt jellemzd standard hibajat (SE), vagy mintabeli szorasat (SD) tiintetjiik fel.

A becslések megadasanal fontos, hogy egyértelmii legyen az eredmény. Inter-
vallum becslés esetén a konfidencia szint megadasa elengedhetetlen. Emellett
mindkét esetben célszerii megadni a minta elemszamat is. A minta elemszama-
nak ismerete azért fontos, mert n novelésével egyrészt csokkenthetjiik a pontbecs-
1és hibajat, masrészt anélkiil sziikithetjiik a konfidencia intervallumot, hogy a kon-
fidencia szintet csokkenteniink kellene (v6. (109), (112), valamint a 113. megjegy-
7¢€s).

14.6. Referencia tartomany (intervallum)

Laboratoriumi leleteken gyakran olvashaté ez a kifejezés és arra szolgal, hogy
segitse az orvost annak eldontésében, hogy egy diagnosztikai adat normalis-e vagy
sem. A ,,j0” referencia tartomany meghatdrozasa sok esetben egyaltalan nem kony-
nyti feladat. Altalaban gy szokas eljarni, hogy elsd 1épésben meg kell hatérozni
azt az alapsokasagot, amelyre majd a referencia tartomany vonatkoztathato. Ilyen
sokasag lehet példaul az adott teriileten €16 20 és 40 év kozotti, ,,egészséges” em-
berek valamilyen jellemzdjének Osszessége. Ezutan egy nagy elemszamu mintan
(példaul n = 300, de ennck meghatarozasa kiilon feladat) elvégzik a vizsgalatot,
majd a nyert adatokbol — a konfidencia intertvallum meghatarozasanal hasznalt
altalanos modszerhez hasonloan (v6. 117. abra) — meghatarozzak az also 2,5, vala-
mint a felsé 97,5 percentiliseket (vo. 10.0. rész) és ezeket tekintik a referencia tar-
tomany hatarainak (120. megjegyz¢€s).
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121. megjegyzés

A referencia tartomanyok hasznalatdban még a
torzitas sem jelent problémat, mert amennyiben
minden adat szisztematikusan el van tolodva,
akkor ugyanennyivel a referencia tartomany is
eltolodik. Ezt esetenként meg is figyelhetjiik, ha
kiilonb6z6 laboratériumokban elvégzett vizsga-
latok eredményét hasonlitjuk 6ssze. A referencia
tartomanyok ugyanarra a valtozora nézve kissé
eltérhetnek egymastol. Ennek oka példaul az
lehet, hogy az alkalmazott mérési modszerek,
illetve a mér6berendezések kiilonbozbéek (122.
abra).
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Amennyiben az adatok eloszlasa normalis eloszlassal kdzelithet, akkor a min-
taatlagbél és -szorasbol meghatarozott x 1, s intervallum lesz a referencia
tartomany, amelyben a minta elemeinek 95%-a talalhatod (ugos = 2, v6. 114. abra,
115. megjegyzés). Ezt a gyakorlatban gy lehet felhasznalni, hogy amennyiben
egy laboratoriumi érték a referencia tartomanyon beliili, akkor arrél 95%-os bizo-
nyossaggal azt mondhatjuk, hogy akar az ,,egészséges” allapotnak is megfelelhet,
tehat onmagaban nem utal koros elvaltozasra. A bizonyossag a 14.5. részben leir-
takhoz hasonléan értend6 (121. megjegyzés).

Honvédelmi Minisztérium Allami Egészségiigyi Kozpont
1134 Budapest, Robert Karoly krt. 44. Tel.: 06-1-465-1800 Fax: 06-1-340-3129
* ; Fdigazgato:

Miikodési engedély szama:
Kozponti Laboratériumi Diagnosztikai Osztaly
Osztalyvezets féorvos :

Laboratoriumi eredmények
M.e. Megjegyzés Eltérés Referencia értékek

Megnevezés l

mmol/] 3.1 6
i mmol/] 17 3
Kreatinin meghat.) pmol/ | 44 0|

Szakorvosi RendelSintézet

Zugldi Egészségligyi Szolgalat r
) Laboratoérium

1148 Budapest, Ore Vezer ter 23 || LABORATORIUMI LELET

Labor vezetd:
Lelet kelte:

Paciens neve:

TAJ szam: Nem:
Sziiletett: Napi sorszam: 749 Beut. egység: 340092019 Azon.: 012101003
Anyja neve:

Kért vizsgalatok: Eredmény: mértékegység Referencia érték:

VERKEP XT WBC 10,7110'3/u 4,0 - 13,0
RBC wvt szam ,2210'6u 39-56
KARBAMID + 9.6 mmol/I 1,7 -83

+ 113,0umol/I

Semmelweis Egyetem AOK Kézponti Laboratérium
1083 Budapest, Koranyi Sandor u. 2/a.
Intézetvezetd:

Tel: 06 1 2100 278/1522,1457

LABORATORIUMI EREDMENYKOZLO LAP

Név 3

Sziiletési id6 : Nem:

TAJ/azonosité : Rendelés sorszama: 6037990

Vizsgdalat Eredmény M.Egység Ref.tart

VVt stillyedés 2 mm/h 1-20

arbamid 6,7 mmol/1 =
Ckreatinind 108 * umol/1 62-
122. abra

Kiilonbo6z6 laboratoriumokban késziilt leletek részletei, amelyeken jelentdsen eltérd referencia tartoma-
nyok figyelhetdk meg (121. megjegyzés).

15.0. Statisztikai hipotézisvizsgalat (feltevésvizsgalat)

A becslések témakorében azt a fontos észrevételt alkalmaztuk, hogy egy repre-
zentativ minta és az a sokasdag, amelyikbdl ez a minta szarmazik, hasonlosdgot
mutat (vO. 13.2. rész). Ezt arra hasznaltuk, hogy a sokasagra vonatkozo ,,Mennyi?
Mekkora? stb.” tipust kérdésekre — a sokasag teljes ismerete nélkiil — valaszt
tudtunk adni.

A hipotézisvizsgalat esetében forditott a helyzet, itt ugyanis éppen a ha-
sonlosdag tényére vagyunk kivancsiak, azaz a mintabol becsiilt szamszeri
jellemzdk alapjan szeretnénk eldonteni azt a kérdést, hogy az adott minta
valoban a megadott sokasagbél szarmazik-e? A dontés ,,Igen” vagy ,,Nem”,
de olyan valaszt is adhatunk, hogy a rendelkezésiinkre all6 adatok nem elegen-
dok ahhoz, hogy a vizsgalt kérdést megnyugtatoan eldontsiik.

Ennyi bevezet6 utan vegylink egy szemléletes példat, ami ugyan nem tilzottan
¢letszert, de talan a megértést jobban eldsegiti. Tegyiik fel, hogy van két puskank
és mindkettovel céltablara 16viink. (A 16vések a puskdkban nem okoznak elvalto-
zast, tehat puskanként 1ényegében azonos feltételek mellett torténnek.) A zdld pus-
ka z61d 16vedékeket 16 ki, a piros puska meg pirosakat. Mindkét esetben az dsszes



123. 4bra

A z0ld és a piros puskaval elvégzett 200, illetve
10 16vésbol allo 16véssorozatok eredménye a
céltablakon. (A 10-es sorozat a 200-as sorozat
els6 10 16vését jelenti.)

124. megjegyzés

Tlyen tipusu dontések sokasaga var a gyakorld
orvosra. Nevezetesen az emlitett problémanak az
orvosi megfeleldje példaul olyasmi lehet, hogy a
vizsgalati eredmények alapjan meg tudjuk mon-
dani azt, hogy betegiink azt altalunk feltételezett
betegségben szenved-e vagy valami mas baja
van.

127. abra

A kétféle puskabol kilétt 1ovedékek (cm-ben mért)
x koordinatajara vonatkozo atlagok és a hozzajuk
tartozd 95%-os konfidencia intervallumok szem-
1éltetése a 200, illetve 10 16vésbdl allo 16véssoro-
zatok esetében.

leadhatd (végtelen szamu) 16vés a hozzajuk tartozé koordinatakkal egyiitt jelenti
az alapsokasagot. Egy lovéssorozat pedig, ugyancsak a megfeleld koordinatakkal
egyiitt jelent egy mintat. Tegyiik fel tovabba, hogy a zold puska ,,pontosan” 16, a
piros pedig kicsit jobbra, ,,félre hord”.

A 123. abran, a céltablakon a zold és a piros puskabol kildtt, 200 16vésbal, il-
letve 10 16vésbdl allo 16véssorozatok eredményét tiintettiik fel. A 200-as sorozatok
eredményébdl mar ranézésre is megallapithatd, hogy a zold 16vedékek a céltabla
kozepe koriil szorodnak, mig a piros 16vedékek attol kissé jobbra. Igy ha valaki
szintévesztd, ¢és a szinek alapjan nem is latja a kiilonbséget, akkor is meg tudja
mondani, hogy a felsé céltabla talalatai a z6ld, az alsé pedig a piros puskahoz tar-
toznak. Tehat csupan a koordinata adatok ismeretében (a szin ismerete nélkiil)
donteni tudunk abban a kérdésben, hogy melyik puskabol adtak le a 1ovéseket
(124. megjegyzés). A 10-es sorozatok esetében a helyzet egyaltalan nem ilyen
egyértelmil. Azt gondolhatjuk, hogy ebben az esetben a szin ismeretének hianya-
ban az el6bbi kérdést nem tudjuk eldonteni.

Tovabblépésként egyszerisitsiik a problémat és foglalkozzunk kizarolag a be-
csapodott 16vedékek x koordinatajaval. El6szor a ,,z61d” és a ,,piros” sokasag, vala-
mint a hozzajuk tartozo6 kétféle minta eloszlasfiiggvényeit hasonlitsuk ossze.

1,01 1,01

0,51

0,0 0,0+

2 -1 0 1 2 X

125. abra
A z6ld és a piros puskabol kil6tt 16vedékek (cm-ben mért) x koordinatajanak eloszlasfiiggvényei. A
szaggatott vonal a sokasagokra, a folytonos vonal a 200, illetve a 10 eleml mintakra vonatkozik.

A 125. abran lathato, hogy mig a 200 elem@i minta eloszlasfiiggvénye mindkét
puska esetében jol megkozeliti a megfeleld elméleti eloszlasfiiggvényt, addig ez
nem mondhatd el a 10 elemli mintak eloszlasfiiggvényeirdl. Nézziik meg, hogy
hogyan tiikr6z6dik mindez az eloszlasokhoz tartoz6 szamszeri jellemzokon.

varhatoérték ennek standard median
hibaja
sokasag 0,00 | 0,50 0,00 0,00 0,00 0,50
200 elemii minta 0,04 | 0,51 0,03 0,03 0,05 0,52
10 elemd minta | -0,09 | 0,19 0,21 0,22 0,03 0,26

126. tablazat
A kétféle puskabol kil6tt 16vedékek x koordinatajanak varhatoértéke, ezek standard hibaja és a media-
nok, a sokasagra €s a két mintara vonatkozéan (cm-ben kifejezve).

A 126. tablazatbol elsd latasra kitlinik, hogy a ,,z61d” varhatoértékek és a medi-
anok is, mindegyik esetben kisebbek, mint a ,pirosak”. Mindezek ismeretében
kissé elhamarkodottan, azt a kdvetkeztetést is levonhatnank, hogy a piros puska
valdban jobbra, félre hord, tehat még akar a 10-es sorozat alapjan is valaszt tudunk
adni arra a kérdésre, hogy melyik puskabol adtak le a 16véseket. Akkor viszont
miért gondolhattuk azt az imént, hogy csupan a koordinata értékeket nézve a 123b.
és 123d. abrak alapjan ez a kérdés eldonthetetlen.

A magyarazatot a standard hibak kiilonbozdsége szolgaltatja. Hatarozzuk meg
ugyanis a 95%-os konfidencia intervallumokat a (112) dsszefiiggésnek megfelel6-
en. A 127. abran éppen az figyelheté meg, hogy mig a 200-as mintak esetében a
z6ld és a piros intervallum jol elkiiloniil, addig a 10-es minta esetében jelentds
atfedést mutatnak. fgy példaul hidba tudjuk azt, hogy az also piros intervallum
definicio szerint 95%-os eséllyel lefedi a 0,5-et, ami az abra szerint most éppen be
is kovetkezett, azt is latjuk, hogy ugyanez az intervallum a 0-t is lefedi. Ennek
alapjan pedig elég nehéz eldonteni, hogy melyiket fedi le jobban.
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128. megjegyzés

Természetesen ezeket a feltevéseket (hipotézise-
ket) is mind ellendrizni kell egy ,,igazi” hipoté-
zisvizsgalat soran, de erre még visszatériink.(vo.
15.7. és 15.8. rész valamint a 194. megjegyzés.)

nullhipotézis

o |alternativ hipotézis

Ho=0  py

129. abra
A nullhipotézis és az alternativ hipotézis szemlél-
tetése stiriségfliggvényekkel.

130. megjegyzés

Kiss¢ leegyszerlisitve azt mondhatjuk, hogy a
biintet6 ligyekben a birdsagi targyalas soran is
LHhipotézisvizsgalat” torténik. A bird dont arrol,
hogy a vadlott elitélheté-e vagy sem. Tehat van
egy eldontendé kérdés, amire csak igen-nem
valasz adhat6. Szamos jogrendben alkalmazzak
az artatlansdg vélelmét, ami annyit tesz, hogy
mindaddig, amig a vadlottrol be nem bizonyoso-
dik, hogy bilings, artatlannak kell tekinteni. Ez a
Hhem itélheté el”, (mert nincs bizonyitva a bii-
nossége) allitas az alaphelyzet, vagy, ha tetszik,
kiindulasi hipotézis.

A vad képviseldjének a feladata a bizonyitékok
felvonultatasa annak igazolasara, hogy a vad
megalapozott. A védelem képviseldje a felhozott
bizonyitékok hitelét, megbizhatdsagat probalja
gyengiteni. A bird végil értékeli, mérlegeli a
bizonyitékokat és dont. A dontés maga a kiindu-
lasi hipotézis, nevezetesen a ,,nem itélheté el”
allitas elfogadasat, vagy elvetését jelenti. Barho-
gyan is dont a bird, dsszesen négyféle kimenetel
valésulhat meg:

biinosség

artatlan blinds

itélet
felmentd
elmarasztald
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15.1. A hipotézisvizsgalat f6bb 1épései,
dontés a konfidencia intervallum ismeretében

Maradjunk a piros puska példajanal és felejtsiik el, amit a korabbi feltételezés
alapjan tudunk, nevezetesen, hogy kicsit jobbra, ,.félre hord”. Prekoncepcié nélkiil
vizsgéljuk meg az a kérdést, hogy ez a puska vajon ,félre hord-e” vagy
wpontosan” I ? Elsore ugy gondolhatnank, hogy a vagylagossag miatt a két meg-
fogalmazas teljesen egyenértéki, tehat mindegy, hogy melyik hipotézist vizsgal-
juk. Mindkettére teljesiil, hogy amennyiben az egyik igaz, akkor a masik automati-
kusan hamis.

Figyelmesebben tanulmanyozva a két lehetséges hipotézist, észrevehetiink egy
fontos kiilonbséget kdzottiik. Mig pontos 16vés csak ,,egyféle” van, addig pontatlan
,,so0kféle”. (Az egyszerliség kedvéért ismét csak az x koordinatakat vessziik figye-
lembe.) A koordinatdk alapjan a pontos lovés azt jelenti, hogy jollehet a 16vések
szorodhatnak, de varhatoértékiik O (a céltabla kozepe), tehat egy jol meghataro-
zott szam. A pontatlanok varhatéértéke pedig 0-tol kiilonb6z6, de nem tudjuk,
hogy mekkora. Pontatlanul 16ni lehet: kicsit, nagyon, jobbra, balra stb.

Hangsulyoznunk kell, hogy ezen a ponton nem az a fontos, hogy a meghataroz-
haté jellemz6 0 vagy nem 0, hanem az, hogy egyértelmi@i vagy nem. Ezek utan arra
a kérdésre, hogy melyik hipotézist érdemes egyaltalan megvizsgalnunk mar sokkal
konnyebb valaszolni, hiszen a nem egyértelm{i hipotézissel kapcsolatban sokkal
nehezebb barmilyen egyértelmii dontést hozni. igy az egyértelmii hipotézist, ese-
tiinkben azt, hogy a piros puska ,pontosan” 15, clonyben részesitjik, ¢és ezt tesz-
sziik vizsgalatunk targyava. Ezt nevezziik nullhipotézisnek és Hy-lal jeldljiik. Az
ezzel ellentétes hipotézis, nevezetesen az, hogy a piros puska ,félre hord”, az
alternativ hipotézis, amelynek szokasos jeldlése H;.

A dontés tehat a nullhipotézis elfogadasat, vagy elvetését jelenti. A dontés
meghozatalahoz azonban a nullhipotézis még tovabbi pontositasra szorul. Le kell
forditanunk a valoszinliségszamitas nyelvére. Ezért tovabbi egyszerisitésként te-
gylik fel, hogy a 16vedékek becsapodasanak x koordinataja normalis eloszlasu és
mondjuk azt is tudjuk, hogy ennek szérasa (cm-ben kifejezve) oy = 0,5 (128. meg-
jegyzés). Amit nem ismeriink, az kizardlag az eloszlas varhatdértéke, de errél meg
a nullhipotézisnek megfelelden feltessziik, hogy 0-val egyenldé. Ezzel nem tettiink
mast, mint szamszertsitettik a nullhipotézist. igy a piros puska ,,pontosan” I
nullhipotézis helyett azt mondhatjuk, hogy az adott piros puskdbol érkezd lovedé-
kek x koordindtdjanak varhatoértéke, uy = 0 (eloszlasa N(0;0,5), 129. abra). Ezt
kell ellendrizniink a birtokunkba juté adatok (minta) alapjan.

Amennyiben a mintank végtelen elemszamu lenne, azaz ismernénk a piros pus-
kaval leadhatd Osszes 16vés x koordinatajat, akkor ismernénk az alapsokasagot,
illetve annak eloszlasat, tehat nem kellene mast tenniink, mint a sokasagra jellem-
70 eloszlas varhatoértékét (u-t) Ossze kellene hasonlitanunk 0-val. Ebben a hely-
zetben nincs sziikségiink mérlegelésre. Egyszeriien azt mondhatjuk, hogy ha =0,
akkor elfogadjuk, ha u# 0, akkor elvetjiik a nullhipotézist.

Mivel ez az idedlis eset a valosagban gyakorlatilag sohasem fordul eld, ezért a
dontési mechanizmus is sokkal bonyolultabb. A 126. tablazat szerint a 200 elemu
minta atlaga 0,51, a 10 elemii¢ pedig 0,19, tehat mindkettd eltér 0-t6l, aminek két
oka lehet. Az eltérés lehet latszélagos, azaz a kiilonbség csupan a véletlen miive,
ekkor a nullhipotézist igaznak tekintjiik, tehat elfogadjuk. Lehet azonban valédi is,
azaz a kiilonbség abbdl ered, hogy az adott minta nem a nullhipotézisnek megfele-
16, 1o = 0 varhatéértékt populaciobol lett véletleniil kivalasztva, hanem egy masik-
bol, olyanbdl, amelynek a varhatoértéke, s = 0 (vo. 15.0. rész, 129. abra). Ekkor a
nullhipotézist hamisnak tekintjiik, tehat elvetjiik és ezzel egyiitt az alternativ hipo-
tézist fogadjuk el. No, de mi alapjan dontsiink?

Tudjuk, hogy egy mintabol meghatarozott, j61 megvalasztott konfidencia inter-
vallum a varhat6értéket adott bizonyossaggal lefedi (normalis eloszlasra: vo. (109)
és (112)). Ezért ugy jarhatunk el, hogy el0szor megvalasztjuk a szamunkra
,,szlkséges” bizonyossagot, azaz azt a konfidencia szintet, amely esetén a lefedés
mar ,,szamunkra meggy6z6, elégséges bizonyossagu”. Ezutdn megnézziik, hogy
az chhez tartozé konfidencia intervallum kozrezarja-e a 0-t. Ha igen, akkor elfo-
gadjuk, ha nem, akkor elvetjiik a nulhipotézist. Tehat a dontést egy minta alap-
jan, egy elére megvalasztott és rogzitett konfidencia szint mellett hozzuk meg.
(130. megjegyzés)



131. megjegyzés

Amennyiben nem rendelkeziink azzal az isme-
rettel, hogy o= 0,5, akkor a konfidencia hataro-
kat a (109) &sszefliggés helyett a (112) dsszeflig-
gés felhasznalasaval hatarozhatjuk meg, ahol a
korrigalt tapasztalati szérasokat a mintakbol
becsiiljik.

A 200-as mintira (s* = 0,49; fo9s = 1,97) igy a
konfidencia intervallum 0,44 és 0,58 (nem zarja
kozre a 0-t);

a 10-es mintara (s* = 0,71; fos = 2,26) igy a
konfidencia intervallum —-0,32 és 0,7 (kozre zarja
a 0-t). (Ezek az intervallumok vannak feltiintetve
a 127. abran is piros szinnel.)

A végeredményt tekintetve tehat itt ugyanazt
kapjuk, mint az ismert o-ju esetben.

132. megjegyzés

A 130. megjegyzésre hivatkozva ez felel meg
annak az esetnek, amikor a bilinGsséget nem
sikeriil bizonyitani, és a felmentd itéletet nem
biincselekmény hianyaban, hanem bizonyitottsag
hianyaban mondjék ki.

Erdemes megfigyelni, hogy milyen dontést hozhatunk a két kiilonbozé elem-
szamu minta alapjan az eredeti, a piros puska ,,pontosan” I¢ nullhipotézisrdl. Va-
lasszuk a konfidencia szintet 95%-osra. Ez azt jelenti, hogy 100 hasonldé mintavé-
tel esetén csak 5-szor fordulhat eld, hogy az ennek megfelel6 konfidencia interval-
lum a ,,véletlen” folytan nem zarja kdzre a piros puskaval leadhatd 6sszes 16vés x
koordinatajanak varhatoértékét, u-t, tehat elég biztos, hogy kozrefogja. A (109)
Osszefiiggés szerinti konfidencia hatarok (o = 0,5; ugs = 1,96) a 200-as minta
esetén 0,44 és 0,58; tehat nem zarja kozre a 0-t; mig a 10-es minta esetén —0,12
¢és 0,5; tehat kozre zarja a 0-t (131. megjegyzés).

Hogyan értelmezhetd ez a kétféle eredmény? Amikor jo nagy értékire (95%)
valasztottuk a konfidencia szintet, ezzel azt akartuk biztositani, hogy az az ese-
mény, hogy 4 a konfidencia intervallumon belill van, legyen csaknem biztos, ¢és
ezzel egyiitt az ellentett eseményt, nevezetesen azt, hogy x a konfidencia interval-
lumon kiviil van, minésitsiik gyakorlatilag lehetetlennek (v6. 3.2. rész).

Igy amikor a 200 elemii minta esetében az altalunk ,,lehetetlennek” minési-
tett esemény mégis bekovetkezik, és igy ellentmondasra jutunk, akkor ez csak azt
jelentheti, hogy az indirekt bizonyitasok logikajahoz hasonléoan a nullhipotézis
nem lehet ,,igaz”, emiatt el kell vetniink. Ennek az a kdvetkezménye, hogy auto-
matikusan az alternativ hipotézis 1ép életbe, ami azzal ekvivalens, hogy a piros
puska ,,félre hord”. Ugy tinik, a minta 200 eleme elegendd bizonyitékot szolgal-
tatott chhez a dontéshez (v6. 130. megjegyzés). Persze a konfidencia szintet soha-
sem valaszthatjuk 100%-nak, ezért a tévedés sohasem zarhato ki.

Mi a helyzet a 10 elemil minta estében? Amennyiben az el6z6 gondolatmenetet
kovetjiik, itt a csaknem biztos esemény kovetkezett be, tehat nincs ellentmondas
adataink és a a nullhipotézis kozott, igy nincs indokunk a nullhipotézis elvetésére
sem, a nullhipotézist tehat el kell fogadnunk, a piros puska ,,pontosan” 1. Ponto-
sabban fogalmazva a minta alapjan nem allithatjuk az ellenkezdjét (v6. 123d.
abra). Bar ugy tOnik, hogy a logika szabalyai szerint jartunk el, a 200-as minta
eredményének ismeretében mindenképpen furcsa helyzet allt eld.

Annak érdekében, hogy ez a furcsasag még szembetindbb legyen vizsgaljuk
meg azt az esetet is, amikor abbdl indulunk ki, hogy a piros puska ,,félre hord”.
Ez az el6z6ek szerint nem lehet nullhipotézis, mert nem egyértelmi. Ha azonban a
valdszinliségszamitas nyelvén egyértelmtivé tessziik, akkor megfogalmazhato egy
ilyen értelmii nullhipotézis is: az adott piros puskabol érkezd lovedékek x koordi-
ndtdjanak varhatoértéke, py = 0,5 (techat ,,félre hord”).

Lathatjuk, hogy a 10 elemii mintabdl az imént meghatarozott konfidencia inter-
vallum ezt az értéket is lefedi (v6. 12.0. rész). (Ezt mutatja ismeretlen o esetén a
127. abran a hosszabb piros vonal.) Ebbdl viszont az kdvetkezik, hogy ezt a
nullhipotézist is el kell fogadnunk. Tehat ugyanabbol a mintabol kiindulva azt is
elfogadtuk, hogy a piros puska ,,pontosan” I6, meg azt is, hogy a piros puska
wfélre hord”. A nyilvanval6 ellentmondés feloldasa érdekében kissé modositanunk
kell az eddigi egyértelmii alternativ (elvetés vagy elfogadas) dontéshozatalt.

Az el6z6 15.0. részben mar emlitettiik, hogy van olyan eset is, amikor a rendel-
kezéstinkre all6 adatok nem elegend6k ahhoz, hogy a vizsgalt kérdést megnyugta-
toan eldontsiik. Nyugodtan kijelenthetjiik, hogy amennyiben a piros puska csak
egy kicsit hord félre, ez a kis kiilonbség nem biztos, hogy kideriil a 10 elemii min-
tabdl, igy ilyenkor ez a minta nem alkalmas a kérdés eldontésére (132. megjegy-
z¢s). Megallapithatjuk tehat, hogy kis kiilonbségek kimutatasara csak a nagyobb
elemszamu mintak alkalmasak.

15.2. Statisztikai probak

Mint lathattuk, a hipotézisvizsgalatot az el6z6 15.1. részben bemutatott médon
is el lehet végezni, az egyszerlibb kezelhetdség érdekében azonban inkabb statisz-
tikai probakat hasznalunk. A statisztikai probakrol altalanossagban elmondhato,
hogy alapsokasagok eloszlasaival kapcsolatos hipotézisek ellendrzésére valok.
Tegyiik fel példaul, hogy ismerjiik az eloszlas tipusat, de nem ismerjiik annak pa-
ramétereit. Ilyenkor azt vizsgalhatjuk, hogy az egyik ismeretlen paraméter egyenld
-e egy elére megadott szammal. Foglakozhatunk olyan tipust problémakkal is,
hogy két eloszlas azonosnak vagy kiilonbozonek tekinthetd, tehat azt vizsgaljuk,
hogy mennyire hasonloak (vo. 1.0. és 13.2. részek). A statisztikai probak igen sok-
félék aszerint, hogy mi az ellendérizendd hipotézis, mik az alkalmazhatésag fel-
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133. dbra

u és u” kozotti kiilonbség szemléltetése. A (115)
és (116) Osszefuggések alapjan megfigyelhetd,
hogy u és u" csak az eltolds mértékében kiilnbo-
zik egymastol. Mig u-r6l biztosan tudjuk, hogy
N(0;1) eloszlasu, de g+t nem ismerve nem tudjuk
meghatarozni értékeit (szaggatott piros gorbe). u”
viszont 4 ismerete miatt pontosan meghatarozha-
to (folytonos kék gorbe), de eloszlasa csak abban
az esetben egyezik meg az N(0;1) eloszlassal, ha a
nullhipotézis igaz, azaz u = .

134. megjegyzés

A ,szignifikans” sohasem jelenti azt, hogy az
eltérés 1étezését bizonyitottuk; a ,,nem szignifi-
kans” pedig még kevésbé azt, hogy biztosan
nincs eltérés. Tovabba abbol, hogy egy eltérés
szignifikans, még nem kovetkezik, hogy az
szakmailag is relevans. Arra a kérdésre pedig,
hogy mi az ok, a szignifikancia vizsgalat soha-
sem ad feleletet.
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tételei, ¢s mi a végrehajtas modja; valamennyinek k6zos azonban a gondolatme-
nete. Ezért kivalasztjuk a legegyszertibbet, az u-probat, amelynek alkalmazhatdsa-
ga ugyan meglehetdsen korlatozott, de ezen keresztiil talan kénnyebb megérteni a
tobbit is.

Abbol indulunk ki, hogy a mintakbdél meghatirozott paramétereknek is van
valamilyen eloszlasuk (vo. 14.0. rész), hiszen 6k maguk is valdszinliségi valto-
z6k, ha masik mintat valasztunk, a paraméterek is masok lesznek. Egy ilyen elosz-
las konkrét alakja fiigg

e egyrészt az eredeti valtozo eloszlasatol,

e masrészt attol, hogy melyik becsiilt paraméterrdl, vagy altalanosabban mond-
va, melyik statisztikarol van szd,

e harmadrészt pedig a minta elemszamatdél, pontosabban az azzal szorosan
Osszefiiggd szabadsagfoktol.

Az Osszevethet6ség kedvéért hasznaljuk a korabbi példat, konkrétabban azt a
kérdést, hogy a piros puska ,félre hord-e”, az eredeti feltételekkel: a 16vedékek
becsapodasanak x koordinataja normalis eloszlasu és azt is tudjuk, hogy ennek
szérasa op=0,5. Ellendrizni akarunk egy, a sokasag varhatoértékére vonatkozo
nullhipotézist, Hy-t, nevezetesen azt, hogy u = uo, vagy masképpen p — 1= 0.

Errdl a nullhipotézisrdl az n elemi minta alapjan akarunk dontést hozni. Mivel
a sokasag varhatoértékét, u-t nem ismerjiik, csak annak becsiilt értékét a minta
atlagat, x -t, igy az eredetileg megfogalmazott Hy nullhipotézis direkt moédon nem
ellenbrizheté. Helyette csak az X=~pu,, vagy X—pu,~0 marad, noha errél meg
tudjuk, hogy nem teljesiilését a véletlen is okozhatja.

Amennyiben ugyanis a mintaatlag standard hibaja, o,\/n elég nagy, ak-
kor elfogadhat6 az az érvelés, hogy a nullhipotézis valojaban igaz, csak a nagy
hiba ezt elrejti. Ha azonban ez a hiba Kicsi, akkor egyaltalain nem lehetiink annyira
biztosak a dolgunkban, tehat az eltérés akar ,,valodi” is lehet. Emiatt a dontéshez
az X—p, eltérést a mintaatlag standard hibajahoz, o ,/A/n -hez kell hasonlita-
nunk. A ketté hanyadosa mondja meg, hogy a hibdhoz képest az eltérés nagy vagy
kicsi. Ez kisebb atalakitas utan:

e NnG-pm) (115)
(o2

0

Amig X nem egy konkrét szamérték, addig valoszinliségi valtozoként kezel-
hetjiik. A 14.5. részben mar lathattuk, hogy amennyiben egy ilyen valtozon stan-
dardizalasi transzformaciét hajtunk végre (a kiindulasi feltételek mellett), akkor a
transzformalt u valoszinliségi valtozoé mar N(0;1) eloszlasu (vo. (107)):

L AnG-p)
(o2

0

(116)

Lathatjuk, hogy a két kifejezés szembetiinden hasonlo. Ezért amennyiben igaz
a nullhipotézis, azaz u = yo, akkor u" is sziikségképpen N(0;1) eloszlasu kell, hogy
legyen (133. abra). Ebben az esetben a (108) 0sszefiiggés alapjan meg tudunk adni
egy konfidencia intervallumot (114. abra):

P(lu'|<u,)=1-p vagy,ami ezzel ekvivalens, (117)

P(lu'|>u,)=p . (118)

A visszatranszformalast most nem kell elvégezniink (az x-re vonatkozé konfiden-
cia intervallum pillanatnyilag nem érdekel benniinket), mert a dontést u’ ismereté-
ben is meg tudjuk hozni. Valasszuk ugyanis u,-t olyan nagyra, hogy a fenti u" ab-
szolut értéke még ennél is nagyobb esemény bekovetkezésének p valoszintisége
gyakorlatilag elhanyagolhaté legyen. Ha ezutan egy konkrét n elemii mintabol a
(115) osszefiiggés szerint meghatérozzuk u™-ot és |u|> u, , akkor egy olyan ese-
mény kovetkezett be, amelyet gyakorlatilag bekovetkezhetetlennek tartottunk, ami
csak azt jelentheti, hogy az eredeti y =y feltételezésiink nem helyes, ezért ezt a
nullhipotézist elvetjiik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a sokasag tényleges u varhato-
értéke és a feltevésben szerepld p kozotti eltérés ,,valodi”, azaz szignifikans. A
szignifikans sz6 ebben a szovegkdrnyezetben csak azt jelenti, hogy a ,,vajon nem
véletlen-e” kérdésre nemmel valaszoltunk (134. megjegyzés).



Mintafeladat

A dontéshez tartoz6 (Onkényesen, de kicsire megvalasztott) p valdsziniiséget
szignifikancia szintnek nevezziik, ami a nullhipotézis elvetésekor bekovetkezo
esetleges tévedés mértékét jellemzi. (Példaul, ha p = 0,05, akkor 100 fliggetlen,
de hasonld proba elvégzésekor koriilbeliil 5 esetben tévediink.) Mas szavakkal, a
nullhipotézist akkor vetjiik el, ha igen kevéssé valoszinii az, hogy a Hy-nak pusztan
a véletlen folytan ennyire ellentmondé mintat kapjunk a mintavétel soran.

Az |u*| <u » esetben, az adott szignifikancia szint mellett, semmi sem indokol-
na a nullhipotézis elvetését. (Természetesen mas szignifikancia szint esetén a don-
tésiink is modosulhat.) Az eclfogadasnak azonban nem egyértelm{i a jelentése,

amennyiben ugyanis i —uo# 0, de az eltérés kicsiny, attol az |u'| < u, esemény
még nagy valdszinliséggel bekovetkezhet (v6. 132. megjegyzéEs).

Hasznaljunk u-probat annak a kérdésnek az eldontésére, hogy a piros puska ,félre hord-e” vagy ,,pontosan” 16, a korabbi

200 ¢és 10 elemi mintak alapjan.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a proba hasznalhatosaganak feltételei teljesiilnek: a lovedékek becsapddasanak x koordinataja
normalis eloszlasu, aminek ellendrizhetéségére még visszatériink (vo. 15.8. rész) és azt is tudjuk, hogy szoérasa op=0,5.
Nullhipotézis: a piros puska ,,pontosan” lé. Pontosabban megfogalmazva: a piros puskabdl érkezd lovedékek x koordindtad-

janak varhato értéke, py=0

A (115) Osszefiiggés szerint U g0 = 14.4; u*n:w = 1,2 (az atlagok, vagyis a tapasztalati varhato értékek a 126. tablazatbol
kiolvashatok: 0,51 és 0,19). Valasszuk a szignifikancia szintet p = 0,05-nak, az ehhez tartoz6 u, = 1,96, ezért a 200-as minta
esetében elvetjiik, a 10-es minta esetében elfogadjuk a nullhipotézist.

A 200-as minta esetében a nullhipotézis elvetése azt jelenti, hogy a piros puska . félre hord” és ezt elég nagy biztonsaggal
(legalabb 95%-o0s bizonyossaggal) allithatjuk. A 10-es minta esetében a nullhipotézis elfogadasa azt jelenti, hogy a piros pus-
ka ,,pontosan” lg feltételezés nem cafolhaté a minta alapjan.

dontés | H-t elfogadjuk| Hy -t elvetjiik
valosag
: Hy igaz elyes donte elsofa ba
Hy hamis asodfa b elyes donté

135. tablazat
A helyes és hibas dontési lehetdségek bemutatéasa.

f(x
kétoldalu a. )

[IREN
1
I
1
1
1

“Xkr 0 Xkr X

elvetés  elfogadas  elvetés

f(x)
egyoldalu
(04

0 Xkr X

elfogadas elvetés

£(x)

egyoldalu
(24

~Xkr 0 X

elvetés
136. abra
A szamegyenes felosztasa elfogadasi és elvetési,
vagy kritikus tartomanyra kétoldalti és egyoldalt
u-proba esetén.

elfogadas

15.3. Hibalehetéségek, alternativ hipotézisek

Mivel p sohasem egyenld 0-val, — ellenkez6 esetben ugyanis u, = *oo lenne, és
igy |u'|>u , sohasem, || < u, pedig mindig teljesiilne — ezért dontésiink meg-
bizhatosaga sem lehet 100%-os, tehat a tévedés lehetdsége mindig fennall. Kétféle
hibat kovethetiink el;

1. els6faju hiba: elvetjiik a nullhipotézist, holott az igaz, illetve;

2. masodfaju hiba: elfogadjuk a nullhipotézist, pedig az hamis.

Sohasem tudhatjuk, azonban, hogy az adott hibat elkovettiik-e vagy sem. Emi-
att nem azt mondjuk, hogy a nullhipotézis igaz, hanem azt, hogy elfogadjuk, ami
csak annyit jelent, hogy a megfigyelés (minta) nem mond ellent a nullhipotézisnek.
Azt sem mondjuk, hogy a nullhipotézis hamis, hanem azt, hogy elvetjiik (135. tab-
lazat, vo. 130. megjegyzés; 18.3. rész; 204. 4bra; 206. tablazat).

A nullhipotézis megfogalmazasakor egy alternativ hipotézist, H;-et is meg
kell adnunk, ami akkor 1ép ¢életbe, ha a nullhipotézist elvetjiik. Els6 gondolatunk az
lehet, hogy ez teljesen felesleges, hiszen az ellentétes allitds megfogalmazasa egy-
értelmii. igy amennyiben Hy : u—puo= 0, akkor H, : u—puo # 0. Sok esetben ez
igaz, tehat a Hy-t akkor is elvetjiikk, ha y—y(< 0, meg akkor is, ha 1—z0>0 .
Ekkor beszéliink kétoldalu probarol.

Vannak azonban olyan esetek is, amikor csak az egyik irdnyu eltérés felel meg
elvarasainknak. Ha példaul egy gyogyszer hatasat vizsgaljuk, legyen az mondjuk
egy vérnyomascsokkentd vagy lazcesillapito, akkor a lehetséges két iranyu valtozas
koziil csak az egyik, nevezetesen a csokkenés jelenti a gydgyszer hatdsossagat.
Ilyenkor eleve feltessziik, hogy vérnyomas-, illetve hémérsékletndvekedés csakis
véletlenill kdvetkezhet be. Ezekben az esetekben a nullhipotézis ugyanaz marad
(Hy : u—po=0), de az alternativ hipotézis H, : p—puo< 0, tehat Hy-t csak akkor
vetjiik el, ha 1 — 119 < 0 . Ekkor beszéliink egyoldalt probarol.

A két kiilonb6z6 esetben eszerint kell a szdmegyenest is felosztanunk elfogada-
si tartomanyra, illetve elvetési, vagy kritikus tartomanyra. Altalanossagban azt
mondhatjuk, hogy az els6faji hiba nagysdga o, amely attoél fiigg, hogy hol jeloljiik
ki a tartomanyok hatarait, azaz a kritikus értékeket, x;,. (136. abra).
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137. ébra

Az elsofaju (a) és a masodfaji (£) hiba nagysa-
ganak szemléltetése egyoldalt u-proba esetén.

138. megjegyzés

P értékét nem tudjuk addig meghatarozni, amed-
dig az alternativ hipotézis egy specifikus értékét
nem rogzitettik. S helyett gyakran az (1-/5)
mennyiséget hasznaljuk, amit a proba erejének
szokas nevezni. Ez gyakorlatilag azt adja meg,
hogy a proba milyen mértékben képes H; H,-tol
val6 elkiilonitésére (vo. 18.3. rész; szenzitivitas
(Se) a (165) osszefliggésben; 208. megjegyzés).
Masképpen mondva a proba ereje annak a valo-
szinlisége, hogy egy kiilonbséget — adott minta-
nagysag és szignifikancia szint mellett — egy
statisztikai proba kimutat. A vizsgalatok tervezé-
sének gyakorlataban sok esetben az eré nagysa-
ganak elére megszabott értékébdl kiindulva
hatarozzak meg a sziikséges mintaelemszamot.

140. megjegyzés

p'-ot gy is tekinthetjiik, hogy az egy mérészam
arra vonatkozoan, hogy a megfigyelt minta
mennyire erds bizonyiték a H, ellen, a H, javara.
(Ha mondjuk p” = 0,333, akkor ez nem meggyé-
z6 bizonyiték H, ellen, hiszen ebben az esetben
minden harmadik minta akkor is ellentmond H-
nak, ha az igaz.)

Egyszertien fogalmazva azt mondhatjuk, hogy
azok az eredmények szignifikansak, amelyekhez
kis p” érték tartozik.
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Kétoldalu u-préba esetén a-t ugy kaphatjuk meg, hogy az N(0;1) eloszlas strii-
ségfliggvényét az x;, valamint az —x;, értéknél levagjuk és megnézziik, hogy mek-
kora teriilet marad a leesd gorberészek alatt. Egyoldali proba esetén csak az egyik-
nél, x,-nal, vagy —x;-nal vagunk (v6. 136. dbra). Ezek szerint a szignifikancia
szint jelentése ugy is megfogalmazhatd, hogy az nem mas, mint az elséfaju hiba
még toleralhaté maximalis nagysaga. Tehat a szignifikancia szinttel feliilrél be-
csiiljiik az els6faju hiba nagysagat, azt adjuk meg vele, hogy ennél nagyobb elséfa-
ju hibat mar nem tudunk elfogadni.

A masodfaju hiba nagysaga f, de ez nem becsiilhetd o~hoz hasonld egyszerii
modon, mert nem ismerjik az alternativ hipotézishez tartozé eloszlas varhatoérté-
két (137. abra). (Elsére csak annyit tudunk réla, hogy nem 0, 138. megjegyzés.)

Fontos hangstlyoznunk, hogy a~nak csak a hipotézis elvetésekor, S -nak
pedig csak a hipotézis elfogadasakor van értelme. Ugyanakkor nyilvanvald, hogy
Xy valtozasaval a kétfajta hiba nagysaga ellentétesen valtozik, az egyik csokkené-
sével a masik novekszik és forditva. Mivel kdzvetleniil csak az elséfaju hiba nagy-
saga () adhatd meg, ezért csak a szignifikancia szint alkalmas megvalasztasaval
tudjuk figyelembe venni az ismeretlen nagysagu masodfaju hiba lehetséges elko-
vetésének kockazatat is (v. 6. 137. abran p1, illetve p2).

Amennyiben egyidejiileg szeretnénk mindkét hiba nagysagat csdkkenteni, ak-
kor ezt a minta elemszamanak novelésével érhetjiik el. Ha ugyanis &sszevetjiik a
(115) és (116) osszefiiggéseket, lathatjuk, hogy az u mint valdszinliségi valtozd
minden n-re N(0;1) eloszlast marad, tehat a varhatdértéke mindig 0. Ezzel szem-
ben u~ mint valdszintiségi valtozo, és annak varhatoértéke is minden 1 # y eset-
ben eltavolodik 0-tdl, ha n ndvekszik, hiszen egy nem 0 kiilonbséget szorzunk egy-
re nagyobb szamokkal (v. 6. 137. abra).

A ,,j6” probatdl elvarjuk, hogy mindkét hiba nagysaga 0-hoz tartson, ha a minta
elemszama oo-hez tart. Ekkor konzisztens probardl beszéliink és az u-proba, mint
lathatjuk, ilyen.

15.4. A statisztikai probak elvégzésének gyakorlati kérdései

A 15.2. részben a dontést az |u'|> u,, illetve az || < u, alapjan hoztuk meg.
Ehhez arra volt sziikségiink, hogy ismerjiik az adott p-khez tartozé u, értékeket.
Ezeket vagy szamitogépes program, vagy tablazat segitségével kaphatjuk meg.
Egy ilyen tablazatban az N(0;1) eloszlas megfelelé kvantilisei szerepelnek (139.
tablazat, vo. 114. abra).

p (egyoldalt)) | 0,4 0,25 0,1 0,05 | 0,025 | 0,01 | 0,005
p (kétoldalu) | 0.8 0,5 0,2 0,1 0,05 | 0,02 | 0,01
u, 0,250 | 0,674 | 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2,326 | 2,576

139. tablazat
A p — u,, hozzérendelések egy-, illetve kétoldalli proba esetén.

Ilyenkor tehat elére megvalasztjuk a p szignifikancia szintet, majd a tablazatbol
kapott értékkel, vagy értékekkel két részre osztjuk a szamegyenest. Egyoldalu pro-
ba esetén vagy az x > u,, vagy az x < —u,, a kritikus tartomdany, kétoldali proba
esetén pedig a kettd egyiitt (x > u, és x < —u,). Természetesen mindkét esetben a
komplementer halmaz az elfogadasi tartomany (v6. 18. tabldzat). Amennyiben u " a
kritikus tartomanyba esik, akkor a nullhipotézist el kell vetniink az adott
szignifikancia szinten, ellenkezd esetben pedig el kell fogadnunk.

A nullhipotézis elvetésérdl illetve elfogadasarol kozvetleniil a p érték segitsé-
gével is donthetiink. Mig a tablazatokbol csak bizonyos p értékekhez tartozé u,-ket
tudunk kiolvasni, a szimitogépes programok segitségével barmely (p, u,) értékpar
meghatarozhato, igy az x > u'-hoz tartozé p° is. Felhasznilva azt, hogy a p
szigniﬁkancia szint a még toleralhatd maximélis els6faju hiba nagysaga, ezért
amennylben p < p anullhipotézist elvetjiik, ha p* > p, akkor pedlg elfogadjuk, de
p  megadasaval arnyalhatjuk dontésiinket (140. megjegyzés). p megadasanak ak-
kor van kiemelt szerepe, ha az a szignifikancia szinthez nagyon kdzel van. Példaul,
ha p = 0,2, akkor p* = 0,199 esetén elvetjiik, ﬁ'= = 0,201 esetén megtartjuk a null-
hipotézist, pedig a kettd kdzotti kiilonbség gyakorlati szempontbdl elhanyagolhato.



141. megjegyzés

A megfelel6 statisztikai proba kivalasztasi sza-
balyait nem lehet egyértelmiilen meghatarozni.
Ugyanarra a kérdésfeltevésre valaszadasként
tobbféle proba is szoba johet.

142. megjegyzés

A paraméter kifejezést itt abban az értelemben
hasznaljuk, hogy azok egyértelmiien jellemzik
az eloszlast (vo. 11.0. rész).

143. megjegyzés
Ilyen valtozé példaul az életkor, ahol a kovetke-

z6 transzformacioval, folytonos valtozobol
binaris valtozéhoz juthatunk:
életkor < 18 év — gyermek 0),
életkor > 18 év — felnéitt (1).

144. megjegyzés

A kapcsolt rangok hasznalataval megérizziik az
adatoknak azt a tulajdonsagat, hogy a transzfor-
macid utan sem lesz kiilonbség az azonos érté-
kek kozott tovabba azt is, hogy a rangok dsszege
valtozatlan marad.

Példa kapcsolt rangok hasznalatara: az 1,2; 3.8;
3,8; 5,2 adatsor rangjai nem az 1; 2; 3; 4, hanem
1;2,5;2.5; 4.

15.5. A statisztikai probak fajtai és
az ezzel kapcsolatos tudnivalok, illetve félreértések

Statisztikai probabol igen sokféle van (vo. 15.2. rész), igy az elsd és legnehe-
zebb probléma legtdbbszor éppen annak eldontése, hogy az adott kérdésfelte-
véshez — a sok proba koziil — melyiket hasznaljuk (141. megjegyz€s). A madsodik
probléma, ami ezzel 6sszefiigg, a nullhipotézis és az alternativ hipotézis pontos
megfogalmazasa.

Mar az el6z6ekben is lathattuk, hogy a nullhipotézis természetes nyelven torté-
né megfogalmazasa nem mindig eléggé egyértelmil, igy az sokszor tovabbi ponto-
sitasra szorul, ami adott esetben a nullhipotézis szamszerisitését jelenti (vo. 15.1.
rész). Példaul az, hogy egy kezelés hat egy valtozéra (mondjuk noveli a tiinetmen-
tes id6szak hosszat), tobbféle modon is kifejezhetd, pontosithatd. A ndvekedés
mérhetd a varhatoértékkel (E(&)), a mediannal (Me), de akar bizonyos hossziisag
tiinetmentes idészakok gyakorisagaval is.

Egyaltalan nem mindegy azonban, hogy melyik szamszerl jellemzot valaszt-
juk. Ha mondjuk két jellemz6 koziil az egyik eloszlasa jobbra elnyujtott, tehat
Me, < Ei(&), a masiké pedig balra, tehat Me, > E>(&) (v0. 10.1. rész), akkor el6for-
dulhat olyan eset, hogy az E|(&) > E»(&), de Me; < Me,. Lathato tehat, hogy meny-
nyire koriiltekint6en kell eljarnunk.

A harmadik probléma azzal figg 6ssze, hogy az adott probanak milyen alkal-
mazhatosagi feltételei vannak, és azok teljesiilését hogyan lehet ellendrizni.

Egy tovabbi csoportositas aszerint torténhet, hogy mit hasonlitunk 6ssze. Ne-
vezetesen a valosziniliségi valtozora vonatkozd valamilyen szamszert jellemzot,
példaul: varhatoértéket, varianciat, esetleg mediant, vagy csak adott valdszinlisége-
ket, de 6sszehasonlithatjuk magukat az eloszlasokat is.

Egy kovetkezd csoportositasi lehetdség azon alapul, hogy hany mintaval kell
dolgoznunk. P¢ldaul egy mintat hasonlithatunk egy elméleti eloszlashoz, illetve
ketté vagy ketténél tobb mintat hasonlithatunk egymashoz. Altalaban feltessziik,
hogy a mintak fiiggetlenek, de vannak parositott mintak is. Ez utobbi esetben a két
minta vagy ugyanazoknak a megfigyelési egységeknek kétszeri megfigyelésébol,
vagy valamilyen szempontbol Osszetartozo parok (példaul paros szervek) megfi-
gyelésébol szarmaznak. Ilyenkor a parositas miatt két minta helyett csak egyet,
legtobb esetben az adatparok kiilonbségét vizsgaljuk.

Egy masik csoportositasi lehetdség a paraméteres és nemparaméteres eljarasok,
ami a valtozo tulajdonsagai alapjan torténik. Tagabb értelemben azok a paraméte-
res eljarasok, amelyek csak akkor miikodnek helyesen, ha a valtozék egy bizo-
nyos tipusu eloszlasuak (példaul normalis eloszlasuak; 142. megjegyzés).

Ezzel szemben a nemparaméteres eljarasok a vizsgalt valtozok eloszlasatol
tobbé kevésbé fiiggetleniil alkalmazhatéok. Ezeket a moddszereket eloszlastol
fliggetlen modszereknek is nevezik.

A probak elvégezhetdsége érdekében gyakran transzformalni kell a valtozokat.
Transzformaciokrol mar esett szo (v6. 12.1. rész), itt még megemlitiink néhany
tovabbit.

Kategorizalo transzformaciokkal folytonos eloszlasu valtozokat ordinalis vagy
nominalis valtozokka alakithatunk at. Akkor hasznosak tobbek kozott az ilyen
eljarasok, ha valamely, altalunk vizsgalt jelenség egy folytonos mennyiségi jellem-
z0 valtozasaval mindségileg is megvaltozik (143. megjegyz€s).

Rangsor transzformaciot szamszerli vagy ordinalis valtozo esetén végezhe-
tiink. Ilyenkor a minta elemeit nagysag szerint sorba rendezziik, majd a sorszamo-
kat, vagy masképpen rangokat hasznaljuk az eredeti értékek helyett. El6fordulhat,
hogy a sorba rendezés nem egyértelmi, mert vannak azonos értékeink is. Ilyenkor
az azonos érékekhez tartozo6 rangoknak kiszamitjuk az atlagat és ezeket a kapcsolt
rangokat rendeljiik az azonos értékekhez (144. megjegyzés). Bar rangsor transz-
formacién alapul szamos nemparaméteres eljaras, mint késobb latni fogjuk a két
kifejezés nem szinonimaja egymasnak. Ett6] fiiggetleniil konnyen belathatd, hogy
mivel ez az eljaras az eredeti értékek kozotti kiilonbségeket mar nem veszi figye-
lembe, ezért a rangok eloszlasa nem fogja tiikrézni az eredeti valtozo eloszlasat.
fgy ebben az esetben érthet6vé valik az eloszlastol fliggetlen elnevezés is.

Felmertl a kérdés, hogyha vannak eloszlastdl fiiggetlen probak is, amelyeket
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Karl Pearson (1857-1963) angol matematikai
statisztikus, a modern statisztika alapjainak megte-
remtéje.

145. megjegyzés
A mintafeladatban p"-ot szamitogép segitségével
hatarozhatjuk meg. ¢ értékén kivill csak annyit
kell tudnunk, hogy a szabadsagfok v = 5 és,
hogy kétoldali a proba. (s-tdblazat az utolsd
oldalon talalhato)
Mivel a nullhipotézist elfogadtuk a nagyobb
szignifikancia szint valasztdsanak csak az az
értelme, hogy ilyenkor a masodfaju hiba nagysa-
ga (f) kisebb lesz, (de nem tudjuk, hogy meny-
nyi).
Lathato, hogy a t-proba két dologban tér el az
u-probatol:

1. a szoérast a minta alapjan becsiiljiik és

2. a kritikus értékeket nem az N(0,1), hanem a

t-eloszlas alapjan hatarozzuk meg.

Mintafeladat

minden esetben hasznalhatunk, akkor egyaltalan mi az értelme a paraméteresek-
nek. Azt mondhatjuk, hogy egy paraméteres proba, természetesen amennyiben az
alkalmazhatosagi feltételei teljesiilnek, altalaban hatékonyabb, mint egy nem-
paraméteres. Hatékonysagon itt azt értjiikk, hogy ugyanazokkal a valtozokkal dol-
gozva, ugyanakkora els6-, illetve masodfaji hiba mellett kisebb elemszami min-
tabol kapjuk meg az eredményt.

Ezzel a megallapitassal fiigg 0ssze egy masik félreértés, nevezetesen az, hogy
minden paraméteres probanak megvan a maga nemparaméteres megfeleldje, ami
altalanossagban nem igaz. A kelld koriiltekintés itt sem nélkiilozhetd, mert példa-
ul, ha kicsit masok a hipotézisek, mar nem hasznalhatjuk automatikusan egyiket a
masik helyett.

Egy hasonl6 probléma a robusztussag kérdése. Ez a fogalom azt jelenti, hogy
amennyiben egy proba alkalmazhatosagi feltételeinek nem mindegyike teljesiil,
akkor ez mennyiben befolyasolja az eredmény hitelességét. Azt mondhatjuk, hogy
a robusztus modszerek altalaban paraméteresek, ahol eleve szigorubbak a feltéte-
lek, de megvan az a jo tulajdonsaguk, hogy akkor is helyesen miikodnek, ha a
mintdban kis szazalékban el6fordulnak olyan elemek is, amelyek miatt a feltétel-
rendszer nem teljesiil.

Lényegében minden proba egy jol megvalasztott statisztikan alapul (v. 6. 14.0.
rész). A jo statisztika érzékeny, azaz a H, és H; melletti eloszlasanak minél inkabb
kiilonboznie kell egymastdl. A statisztika Hy melletti eloszlasat nulleloszlasnak
nevezziik. Ennek alapjan tudjuk meghatarozni p*-ot is, amely alapjan a dontést
meghozhatjuk (v6. 14.4. rész; 140. megjegyzés).

Egyes probak elnevezésében éppen a nulleloszlasra torténik utalds, ennek
megfelelden beszéliink példaul #-probardl, vagy y-probardl. Az elnevezések so-
ran gyakran szerz6i nevek is eldfordulnak, igy talalkozhatunk példaul a Student-
féle t-proba vagy a Pearson-féle y2-proba kifejezéssel is. Lathatjuk tehat, hogy a
probak elnevezése nem egyértelmii, ugyanaz a proba tobb néven is szerepelhet, és
azonos elnevezési probak is kiilonbozé moddszereket jelenthetnek, igy ismét a
koriiltekintésre hivjuk fel a figyelmet.

A kovetkezdkben néhany konkrét, a gyakorlatban viszonylag gyakran hasznalt
statisztikai probat mutatunk be.

15.6. A sokasag varhatoértékére vonatkozo statisztikai probak

A 15.2. részben a probak altalanos bemutatasdhoz az u-probat hasznaltuk,
amely talan a legegyszertibb hipotézisvizsgalati modszer, és amely ebbe a csoport-
ba tartozik, de mint emlitettiik a gyakorlatban nincsen tul nagy jelentésége, hiszen
a hasznalhat6saganak egyik feltétele, nevezetesen az, hogy a valtozo szordsat ele-
ve ismerjiik, csak a legritkabb esetben teljesiil. Helyette hasznaljuk a #-probat,
ahol a valtoz6 (vagy valtozok) ismeretlen szorasat is a minta alapjan becsiiljiik.

1. Egymintas 7-préba, amelyben egy ismeretlen varhatoértéket (-t) hasonli-
tunk Ossze egy hipotetikus értékkel (14-val).

Nullhipotézis: Hy : 1= tb.
Feltétel: A valtozé legyen normalis eloszlasu (i és o ismeretlenek).
o AnG - )

Statisztika (vo. 110): <

(119)

Nulleloszlas: v= (n — 1) szabadsagfoku ¢-eloszlas.

Egy gyogyszer rendszeres forgalmazasanak egyik feltétele a 6 mg hatéanyag tartalom. Egy ellendrzés alkalmaval a tarlobol
kivett néhany tabletta adatai a kovetkezok voltak (mg-ban): 6,05; 5,95; 5,75; 5,9; 5,95; 6,05. Megtilthato-¢ a tovabbi forgal-
mazas az eltérd hatdanyag tartalom miatt?

Megoldas: Normalis eloszlast feltételezve (vO. 15.8. rész), hasznaljunk egymintas ¢-probat. Hy : = 6.

n=6; x =594; (1= 6); s, =0,11; mindezek és a (119) dsszefiiggés alapjan 1 = —1,28. A feladat szovegében az ,eltéré”
sz6 utal arra, hogy az ellenhipotézis, Hy : u # 6, tehat kétoldalii probat kell hasznalnunk, mely szerint p* = 0,26. Ha a

szignifikancia szintet akar 0,25-nek valasztjuk, p° még ennél is nagyobb, ezért a nullhipotézist elfogadjuk. Ezek szerint a
vizsgélat eredménye nem szolgéltatott elegendd bizonyitékot ahhoz, hogy a forgalmazast megtiltsak (145. megjegyzés).
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146. megjegyzés 2. Kétmintas r-proba, amelyben két ismeretlen varhatoértéket (u-t és -t )
A nullhipotézis lehet az is, hogy: hasonlitunk dssze egymassal. Valdjaban azt vizsgaljuk, hogy a két minta szar-

Hy : iy — 1n = d, ahol d egy adott hipotetikus _ . t oA
erték és nemm feltétlentil 0. mazhat-e ugyanabbol az alapsokasagbol.

Nullhipotézis: Hy : 1 = tp (146. megjegyzéEs).

147. megjegyzés Feltételek: A valtozok legyenek normalis eloszlasuak (4, (b, o1, 03 ismeretle-
a) A ketmintds ¢-probanak van olyan valtozata is, nek), de tudjuk, vagy feltételezziik, hogy o = 03, tovabba a két, n,, illetve n,

ahol az ismeretlen szorasok egyenléségét nem L, . . ,
koveteljiik meg. Ennek a probanak a két szoka- elemii minta legyen fiiggetlen (147. megjegyzes).

sos elnevezése: Welch-proba, vagy ,.t-proba nem . X1 — X2

egyenld varianciak esetére”. Statisztika: ! =— (120)
Bar a szorasok Osszehasonlitasara is vannak
probak (vo. 15.7. rész; F-proba), ha kétségeink
vannak a szorasok egyenldségét illetGen, inkabb
hasznaljuk a Welch-probat. .2
b) Amennyiben pérositott mintiink vannak, ahol s  a két minta korrigalt tapasztalati szérasnégyzetének a szabadsagfo-

qlfkor, a ,,ketmlnta§ t—Proba az adzlitparolf kii- kokkal salyozott 4tlaga.
lonbségére mint valtozora vonatkozdan minden

szempontbdl ugyanaz, mint az egymintas ¢-proba Nulleloszlas: v= (n; + ny —2) szabadségfokl'l t-eloszlas.
(v0. 15.5. rész és a 146. megjegyzés, valamint a )
15.6. rész 3. mintafeladat). Hasonl6 feltételek mellett lehetdség van kettonél tobb varhatoérték Gsszeha-

sonlitasara is. Amennyiben ezt paronként kétmintas f-probaval végeznénk, két
probléma is felmeriilne. Az egyik az, hogy a parok ¢s igy az elvégzendd probak
szama is rohamosan néne: k minta esetén k(k — 1)/2 lenne (ez 3 minta esetén 3 pro-
bat jelentene, 4 esetén pedig mar 6-ot). A masik a bizonyossag kérdése. Vegyiik a
e 3 minta esetét ?s tegyiik .fel, hqu ’mindhérom’esetben ’5%—05 szigniﬁkancia szrint
A szignifikancia szintek megvalasztasanak torté- mellett elvetettiik a nullhipotézist, igy esetenként legalabb 95%-o0s a bizonyossag.
neti hagyoményai vannak. Pearson munkassiga Ez az érték, a probak fliggetlensége miatt, a harom esetre egyiittesen csak
nyomdn esett a vilasztds az ,dltaldban elfoga- () 953 & (086, tehat koriilbeliil 14% az esetleges tévedés mértéke. Igy a ketténél
dott” 5%-o0s szintre, de ennek kitiintetett voltat . , Yy g1 e e s , i1, , . , .
tobb varhatoérték Osszehasonlitasat altalaban nem #-probakkal végezziik. A Uj

semmilyen matematikai hattér nem tamasztja ) A .
ala, ezért célszerti a mindenkori p” megadasa is. moddszer neve a varianciaelemzés, amelyet a 17.0. részben ismertetiink részletesen.

Mintafeladat

Azonos-e a férfiak és a n6k pulzusszama abban a populacidban, amelybdl az alabbi két minta szarmazik? Az adatokat a tabla-
zat egészre kerekitve, 1/perc egységekben tartalmazza:

Xnok 74187 (6279|7177
Xferfiak 7116370747169 82]56(78

Megoldas: X w5k =75; X gk = 70. Az atlagok kiszamitasabol Gigy tlinik, hogy a lanyoknak magasabb a pulzusszama. Va-
jon szignifikans-e ez az eltérés vagy csak a véletlen okozza? A kérdés eldontéséhez hasznaljunk kétmintas #-probat, természe-
tesen foltéve, hogy a proba elvégzéséhez minden feltétel teljesiil. Hy : tnsk = Kterfiak; Hi ¢ Mook F Hterfiak- (Az ellenhipotézis
ismerete azért fontos, mert ebbdl dertil ki, hogy kétoldalu probat kell hasznalnunk.)

Szamitogép segitségével kiszamitjuk az adatainkhoz tartozé valoszintiséget: p~ = 0,296. (A t-proba fliggvény paramétereinek
beallitasanal figyelembe vettik még az azonos szorasokat.) Mivel p” sokkal nagyobb, mint a ,,szokasos™ szignifikancia szin-
tek (0,05; 0,02) (vO. 148. megjegyzés), ezért a nullhipotézist (Ho-t) elfogadjuk. Azt mondhatjuk tehat, hogy a mintainkban
megfigyelhet6 kiilonbség nem szignifikans. Igy férfiak és a nék pulzusszama ebben a populécioban azonosnak tekintheto.

Mintafeladat

Hatéasos-e az a lazcsillapito, amelynek beszedése utan egy oraval az alabbi tablazatban foglaltak szerint valtozott a vizsgalt
betegek testhomérséklete? (A hémérsékletek °C-ban értendd, tized fokra kerekitve.)

eset 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ) 11 [ 12 ] 13 | 14
beadas el6tt 37,7137,7138,1|37,5137,7|38,3|38,1|38,6|37,8]38,7|38,7|38,4]38,5(38,3
beadas utan 37,2138,9136,5|37,3137,5| 38 |37,3]38,3| 38 |37,9|37,6]/38,1]37,6(38,3
kiilonbség -051121-1,6]-021-0,2]-03]-08]-0,3]0,21]-08]-1,1]-03]-0,9| 0
Megoldas: A kérdés eldontéséhez tipikusan a pa:trositott kétmintas #-probat hasznalhatjuk, amely mint emlitettiik megegyezik
az egymintassal a kiilonbségekre vonatkozoan. Igy a kiilonbségeknek kell normalis eloszlasunak lennie, amit ellendrizni kell
(v0. 15.8. 1ész). A nullhipotézis altalanos megfogalmazasa az, hogy a lazcsillapitdé nem hatasos. Hy : Leste = Hutana VALY, ami

ezzel ekvivalens fesie — Lutana = 0- Hy ¢ Heiste > Mutana- (EBDOI az ellenhipotézisbdl kidertiil, hogy egyoldali probat kell hasz-
nalnunk.)

A megfeleld valoszintiség: p~ = 0,021. Példaul 5%-os szignifikancia szint mellett a nullhipotézist elvethetjiik, amibél arra
kovetkeztethetiink, hogy a lazesillapito hatasos. Ilyenkor p” azt jelzi, hogy a nullhipotézis akar 2,5%-os szignifikancia szint
mellett is elvethetd, ami arra utal, hogy az esetlegesen bekovetkezd tévedés mértéke sem nagyobb ennél (vo. 148. megjegy-
7¢€s).
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fx) Frv, 15.7. A sokasag variancidjara vonatkozo statisztikai probak

1,01 2 , . . . , , . . <z
1. z"-préba egy variancia vizsgilatara, amelyben egy ismeretlen varianciat

(o*-et) hasonlitunk 6ssze egy hipotetikus értékkel (oy’-tel).

20, 10 Nullhipotézis: Hy : o’= 0'02.

051 Feltételek: A valtozo legyen normalis eloszlast (u és o ismeretlenek).

» (n=1s.

2
Oy

szabadsagfok (V1,v2)

Statisztika (v6. 102): (121)

00 1 2 3 4 5 6 7 8 X Nulleloszlas: v= (n— 1) szabadsagfoki y*-eloszlas.
149. dbra

A (20, 5) valamint a (20, 10) szabadsagfoku
F-eloszlas stirtiségfiiggvényének szemléltetése.
E(& =n/n - 2), (n; 2 3); amely n; — o esetén
1 - hez tart.

Mivel magét a y>-probat mas vonatkozasban is fogjuk hasznélni, igy részlete-
sebben ott tériink vissza az alkalmazasara (vo. 15.8. rész).

2. F-proba, amelyben két ismeretlen varianciat (O’]z—et és 022) hasonlitunk
Ossze egymassal.

Nullhipotézis: Hy : oil= o

Feltételek: A valtozok legyenek normalis eloszlasuak (i, 1o, oy, o3 ismeretle-
nek), tovabba a két, ny, illetve n, elemii minta legyen fiiggetlen.

Statisztika (v6. 102): F'="%>1. (122)

Nulleloszlas: v = (n; — 1); v, = (n, — 1) szabadsagfoku F-eloszlas (149. abra).

Bar ezt az eloszlast eddig még nem hasznaltuk, belathatd, hogy ez is a norma-
lis eloszlasbol szarmaztathato és a y*-eloszlas illetve a t-eloszlas tovabbi altalano-
sitasanak tekinthet6 (a bizonyitast itt is melldzziik). (Ha a (121) és (122) 6sszefiig-
Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) angol statiszti- géseket Osszehasonlitjuk, azért az megﬁgyel?etc’i, hogy o* = o,° eseFén, Fkét—a
kus. Az 6 tiszteletére kapta a proba és az eloszlis ~ Szabadsdgfokokkal elosztott — fliggetlen y~-eloszlast valdsziniiségi véltozo ha-
az F nevet. nyadosabol nyerhetd.)

Mintafeladat

Az el6z6 (15.6.) rész elsé mintafeladataban egy gyogyszer hatéanyag tartalmat ellendriztiik. Egy 0j gyartdsor beallitasa utan
azt figyelték meg, hogy az ezen készitett tablettak hatdanyag tartalma sokkal jobban ingadozik, mint az el6z6n készitetteké.
Igy felmeriilt egy ujabb kérdés, vajon szignifikans-e ez az eltérés.

x| 6,05(5,95]5,75| 5,9 |5,95]6,05
x | 6,155,65]6,20(5,85(5,80]6,15

A régi és uj adatokat a tablazat mg egységekben tartalmazza:

Megoldas: A szorasok dsszehasonlitasabol (s, = 0,11; s,” = 0,23) az latszik, hogy az 0j gyartésoron gyartott tablettak szorasa
tobb, mint kétszeres a korabbinak. Normalis eloszlast és fiiggetlen mintakat feltételezve (v6. 15.8. rész), hasznaljunk
F-probat. Hy : 01> = 65%; Hy : 01> # 05°. (Kétoldalt proba.)

F" =437 (mindig a nagyobb tapasztalati szorasnégyzetet kell osztani a kisebbel, csak igy kapunk 1-nél nagyobb értéket, de
ezt a szamitogépes programok automatikusan figyelembe veszik) a szamitogép segitségével meghatarozott p° = 0,13, amely
lényegesen nagyobb mint a ,,szokdsos” szignifikancia szintek (0,05; 0,02), ezért a nullhipotézist elfogadjuk. Ezek szerint a
szorasokban tapasztalt kiilonbség a latszat ellenére nem szignifikans (150. megjegyzés).

150. megjegyzés Hasonl6 feltételek mellett lehetdség van kettonél tobb variancia 5sszehasonli-
Bir esetiinkben a két szabadsagfok megegyezett, tasara is, de ezzel itt nem foglalkozunk. Amire viszont felhivjuk a figyelmet az az,
amennyiben téblazatot hasznalunk a dontéshoza-  hogy Fprobat fogunk hasznalni az elézd (15.6.) részben mar emlitett variancia-

talhoz, vigyaznunk kell a szabadsagfokok sor-
rendjére, mert a tablazat nem szimmetrikus. Igy
a szamlald és a nevezd szabadsagfoka nem

CEENEEE 15.8. Eloszlasokra vonatkoz statisztikai prébak

elemzésre is (v0. 17.0. rész).

Ebben a részben sokszor fog szerepelni a y*-proba elnevezés, mert a megfele-
16 statisztikak nulleloszlasa vagy egzaktul megegyezik a y’-eloszlassal, vagy le-
galabb aszimptotikusan ahhoz tart (v6. 14.1. rész; 109. 4bra). gy a megkiilonboz-
tetés kedvéért itt is illik megmondani, hogy éppen milyen célra hasznaljuk a y*
probat. Hairom egymashoz hasonlé modszerrdl lesz sz6: illeszkedésvizsgalat, flig-
getlenségvizsgalat, homogenitasvizsgalat.

Az eddigi probak mindegyikének feltételei kozott szerepelt, hogy a valtozo
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152. megjegyzés

Hasonlé modon készithetd abra a val6szintisé-
gekre vonatkozoan is (PP abra), amikor a tavol-
sagokat a fiiggbleges, azaz a valdsziniiség ten-
gely mentén mérjiikk. A pontoknak ilyenkor is az
flx) =x egyenes kozelében kell elhelyezkedniiik.

A moédszer mikodik két tapasztalati eloszlas-
figgvénnyel is, ezért homogenitasvizsgalatra is
alkalmas.

153. megjegyzés

A feltétel teljesiilését esetenként a szomszédos
osztalyok Osszevonasaval érhetjiik el. (154.
megjegyzés)

Amennyiben ez az ut nem jarhatd, akkor a
Fisher-féle egzakt probat alkalmazzuk.

legyen normalis eloszlasu. Az illeszkedésvizsgalat épp ilyen kérdések ellendrzésé-
re valo. Altalinossagban azt mondhatjuk, hogy egy ismeretlen eloszlast (ebbél
vettilk a mintat) hasonlitunk 6ssze egy hipotetikus eloszlassal. Amikor a hipoteti-
kus eloszlas tipusan talmenden, annak paramétereit is ismerjiik, akkor tiszta illesz-
kedésvizsgalatrol, ennek hianyaban becsléses illeszkedésvizsgalatrol beszéliink.
Ilyenkor a paramétereket a minta alapjan becsiiljiik.

0. Kvantilis-kvantilis abra, (QQ abra), amely nem is proba, hanem egy grafi-
kus mddszer illeszkedésvizsgalat céljara. (Ezért kapta a 0. sorszdmot.)

Nullhipotézis: Az ismeretlen eloszlas, amelybdl a minta szarmazik, azonos a
hipotetikus eloszlassal.

Feltételek: A t6bbi hasonlo céli modszerrel ellentétben, kis elemszamu mintak
esetén is alkalmazhato.

Példaként tekintsiik a 125. abra jobb oldali részén lathato, a korabbiakban mar
tobbszor is szerepld zold lovedékek x koordinatajanak hipotetikus, és a 10
elemil mintara vonatkozo, ,,valodi” eloszlasfiiggvényeit. Ezt tlintettiik fel ismét
a 151a. abran is. Az 6sszehasonlitast mar akar ennek az abranak a segitségével
is elvégezhetjiik, de az illeszkedés jobban megitélheté a QQ abra alapjan.

A mddszer lényege az, hogy ha a minta valoban az adott eloszlasbol szarma-
zik, akkor a minta eloszlasfiiggvényéhez, illetve a hipotetikus eloszlasfiigg-
vényhez tartozo6 kvantilisek, g, és g, nem lehetnek messze egymastol. Ha ezu-
tan a gy-eket a gy-k fiiggvényében abrazoljuk, akkor ezek a pontok az f(x) = x
egyenes kozelében helyezkednek el (151b. abra; 152. megjegyzés).

a qm

1,04 14

0,51

0,0+

o+--———--L__

2 -1 14,

151. ébra
a) A zold puskabol kildtt 16vedékek (cm-ben mért) x koordinatajanak eloszlasfiiggvényei. A szaggatott
vonal a sokasagra, a folytonos vonal a 10 elemil mintara vonatkozik. b) Az ebbdl konstrualt QQ abra.

A nullhipotézist akkor vetjiik el, ha a QQ abra szemrevételezésekor a pontok-
nak az egyenest6l vald eltérése nem tlinik véletlennek.

1. 72-préba illeszkedésvizsgalatra, amely els6 kozelitésben diszkrét valtozok
elemzésére alkalmas, mivel gyakorisagokat hasonlit dssze. Folytonos valtozok
esetében tehat elészor mindig osztalyokat kell megadnunk (vO. 7.1. rész) és az
ezekhez tartozo gyakorisagokat hasznaljuk a vizsgalat soran.

Nullhipotézis: Az ismeretlen eloszlas, amelyb6l a minta szarmazik, megegye-
zik a hipotetikus eloszlassal. Becsléses illeszkedésvizsgalat esetén ez utdbbi
paramétereit a minta alapjan becsiiljiik.

Feltételek: A proba aszimptotikus volta miatt csak nagy elemszamu mintékra
alkalmazhato. (Példaul n > 50, de minél nagyobb a minta elemszama annal
nagyobb a bizonyossag is.) Ezen tilmenden a valtozo lehetséges értékeit Ggy
kell osztalyokba sorolni, hogy egy osztalyon beliil a hipotetikus eloszlasnak
megfelelé varhato gyakorisag legalabb 5 legyen (153. megjegyzés).

"5 (fz —¢€ )2
Statisztika: 1= Z B , (123)
i=1 i

ahol k az osztalyok szama, f; a mintdbdl szdrmazé (megfigyelt), e; pedig a hi-
potetikus eloszlasnak megfelelé varhato gyakorisag az i-edik osztalyban.
Nulleloszlas: Aszimptotikusan y*-eloszlas; a tiszta esetben v= (k — 1), a becs-
Iéses esetben v = (k — m — 1) szabadsagfokt, ahol k£ az osztdlyok, m pedig a
mintabol becsiilt paraméterek szama.
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Az F(x) eloszlasfiiggvény ismeretében e; egyszeriien kiszamithato:

e =n (F(xfelsé) - F(xalsé)) ,

154. megjegyzés
Az osztalyhatarok kiilonb6z6 megvalasztasa

nagymértékben befolyasolhatja az eredménye- (124)

ket. . , , . .- , L s \
ahol n a minta elemszama, x,5, €s Xg55 pedig az i-edik osztaly also és felsd
hatérat jelenti (154. megjegyzés).

Mintafeladat

Azt akarjuk ellendrizni az alabbi kockadobasok eredménye alapjan, hogy cinkelt-¢ a dobokocka.

a dobas eredménye 1 2 3 4 5 6
gyakorisaga 13 8 7 5 6 11

Megoldas: Tiszta illeszkedés vizsgalatrol van sz, azt akarjuk ellendrizni, hogy a fenti gyakorisagok ellentmondanak-e annak
a nullhipotézisnek, hogy a hipotetikus eloszlas egyenletes (vO. 36. abra). Erre a célra hasznaljunk y*-probat. Mivel a dobasok
szama n = 50, az egyenletes eloszlasnak megfelelé varhatd gyakorisag mindegyike e; = 8,33. A (123) dsszefliggés alapjan
77 =5,68. (Tokéletes egyezés esetén ez az érték 0 lenne.) Mivel 5,68 < y? = 11,07 (5%-os szignifikancia szintet vélasztva a
6 — 1 = 5 szabadsagfokl eloszlas esetén), ezért a nullhipotézist elfogadjuk. Azt mondhatjuk tehat, hogy a dobokocka akar
cinkelt is lehet, de ezt a fenti adatok alapjan nem tudtuk bizonyitani.

Erdekes eredményre juthatunk, ha feltessziik, hogy a dobasok megismétlése soran ugyanezek a gyakorisagok jonnek ki. A két
sorozatot egynek tekintve (n = 100; e; = 16,66; a gyakorisagok a tablazatban megkétszerezédnek) y°° = 11,36 és
11,36 > y* = 11,07, tehat szintén 5%-os szignifikancia szint mellett most a nullhipotézist elvetjiik, ami mér azt tamasztja ala,
hogy a dobdokocka valoban cinkelt lehet.

A 12.0. részben két valosziniiségi valtozo fiiggetlenségérél mar szot ejtettiink.
Megallapitottuk, hogy a fiiggetlenség ugy is megfogalmazhatd, hogy az egyik
valtozd (példaul y) barmely értéke mellett, a masik valtozd (x) eloszlasa ugyano-
lyan marad, egyediil a normalési tényez6 modosul (v. 6. 79a. abra; (66), (67), (68)
Osszefiiggések). Ez folytonos valtozo esetén azt is jelenti, hogy fiiggetleniil az
egyik valtozo értékeitdl, a masik valtozo eloszlasara jellemzo strségfliiggvények
egymassal ¢és a peremeloszlas siirliségfliggvényével is meg fognak egyezni, ha a
normalastol eltekintiink. Ezt a tulajdonsagot hasznaljuk ki akkor, amikor két val-
tozdra vonatkozoan fiiggetlenségvizsgdlatot hajtunk végre. Természetesen ilyen-
kor a mintavétel csak a megfigyelési egységek kivalasztasat jelenti és minden
ilyen egységhez a két valtozonak megfelelden két adat tartozik. Ha az eset-valtozo
tablazatra gondolunk (v. 6. 93. abra), akkor annak mindig két oszlopa lesz a vizs-
galatunk targya.

2. y’-préba fiiggetlenségvizsgalatra, amelyben elészor mindkét valtozo ér-
tékkészletét az illeszkedésvizsgalatnal mar alkalmazott modon osztalyokba
kell sorolnunk. Diszkrét valtozok esetén ezek altalaban adottak, folytonos val-
tozok esetén tetszOlegesen valaszthatok (v. 6. 154. megjegyzés). A moddszer
kategorialis valtozok elemzésére is alkalmas (v0. 32. megjegyzé€s), hiszen vé-

x valtozo
J kiilénb6z6
osztaly (kategoria)
)
© los
N [N D
2|g9¢g
T 52 fi L
> 5 >
=5
- N
[%2]
o
/ =
155. abra

A kontingencia tabla altalanos szerkezete. f;; a két
valtozd megfeleld osztalyaihoz (kategoriaihoz)
tartozo gyakorisagok; f; , f; a megfelelé peremel-
oszlasokhoz tartoz6 gyakorisagok; » a minta
elemszama.

156. megjegyzés
A latin ,,contingens” = esetleges, a sziikségszer(i
ellentétébol szarmazo szo.
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giil csak gyakorisdgokat hasonlitunk 6ssze. Az osztalyok (kategoridk) szdma 7
az egyik és J a masik valtozdra vonatkozoan (I # J altaldban). A mintavétel és
az osztalyokba sorolds utan nyert f; megfigyelt gyakorisagokat egy / sorbol és
J oszlopbol allo tablazatban foglalhatjuk 6ssze. Ezt kiegészitve, az (/ + 1)-edik
sorban, illetve (J + 1)-edik oszlopban a megfelelé oszlop- és sordsszegeket
tiintetjiik fel, amelyek az adott peremeloszlashoz tartozo (f;, f;) gyakorisagokat
adjak meg. Az Osszes gyakorisag, barhogy is adjuk 6ket dssze, természetesen a
minta elemszamat, n-et adja meg:

- (125)

(126)

Az igy nyert tablazatot kontingencia tablanak nevezziik (155. abra; 156. meg-
jegyzés).

A proba elvégzéséhez a fliggetlenség fennalldsa esetén varhaté e; gyakorisa-
gokat is meg kell hataroznunk. Ehhez az események fliggetlenségére vonatko-
76 (17) Osszefliggést alkalmazzuk, de a valosziniiségek helyett a relativ gyako-
risdgokkal szamolunk: P(4) = fi/n; P(B) = fi/n. Ennek alapjan e;/n = (fi/n)(f/n),


http://lexikon.katolikus.hu/S/sz%C3%BCks%C3%A9gszer%C5%B1s%C3%A9g.html

X véaltozo
J kiilénb6z6
osztaly (kategéria)
)
o |0
N X [e))
S 8¢
252 i f
S >
> g
o
o
! @
157. abra

A varhatd gyakorisagok tablazata. Szerkezetében
megegyezik a kontingencia tablaval. A kiilonbség
csak annyi, hogy az f; megfigyelt gyakorisigok
helyett az e; varhatd gyakorisidgok szerepelnek
benne (v. 6. (127) 6sszefliggés).

Mintafeladat

Déontsiik el a mellékelt kontingencia tabla alapjan, hogy fiiggetlen-e a biofizika

vizsgaeredmény a csoportbeosztastol?

Megoldas: A fiiggetlenségvizsgalatra alkalmazzunk y*-probat. A nullhipotézis az,
hogy a vizsgaeredmény és a csoportbeosztas (azaz a két valtozo) fliggetlen egy-
mastdl. Ezutan ellendrizziik a kirott feltételek teljesiilését. Mivel a legkisebb pe-
remeloszlas gyakorisagokbol meghatarozott varhatd gyakorisag (58-32/476 = 3,9)
kisebb, mint 5, ezért a 4-es és 5-0s osztalyzatokat 6sszevonjuk. Az 0j kontingencia
tabla alapjan elkészitjiik a varhatod gyakorisagok tablazatat is:

osztalyzat
1 2 3 45| 2

ahonnan e; az alabbi dsszefliggés szerint meghatarozhato:

1S
e, = L. (127)
n
Ily médon minden sorban és oszlopban az adott peremeloszlasoknak megfele-
16 eloszlasokhoz jutunk (157. abra). Ezt kell &sszevetniink a kontingencia tab-
laban szereplé megfigyelt gyakorisagokkal.

Nullhipotézis: A két valtozo (x, y) fliggetlen egymastol.

Feltételek: Az illeszkedésvizsgalathoz hasonléan elég nagy mintaval kell dol-
goznunk ahhoz, hogy az e; varhat6 gyakorisag a tabldzat mindegyik cellajaban
legalabb 5 legyen (v. 6. 153. megjegyzés).

L (f-e)
2 _ ij ij
Statisztika: X = Z fij e , (128)
i=l j=I i

ahol f; a kontingencia tdbla megfigyelt gyakorisgait, mig e; a varhat6 gyako-
risdgokat jelenti.

Nulleloszlas: Aszimptotikusan v = (I — 1)(J — 1) szabadsagfoka y*-eloszlas,
ahol 7 és J az egyik (y), illetve a masik (x) valtozo szerinti osztalyok szamat
jeloli.

osztalyzat

1 [ 2[3][4]5]¢=%
A 23125 [ 15| 3 |38
B |21 | 13] 9 [12] 3|38
sl Cc 2 [ulo o4 |s8
sl pl2[12]16][10] 2 [60
Z| B |25 | 8 | 12|14 | 2 |6l
F 275 [ 9146 |6l
G |3 |48 [1]s5 |60
H 277 [13]6] 7|60

s [197 75 [ 81 | o1 | 32 [476]

osztalyzat Ezek ismeretében, a szamitdgépes program segit-

1 2 3 [ 45| 2 ségével meghatérozott p° = 0,18, amely lényege-

23 12 5 18 | 58

2401 9,1 | 99 | 150 | 58 sen nagyobb, mint a szokasos szignifikancia szin-

21 13 9 15 | 58

22 | 14 9 13 | 58

240 9.1 1 99 [ 150 58 | tek (példaul 0,05). Amennyiben a (128) dsszefiig-
2401 9.1 | 99 | 150 | S8 1 o¢g szerint meghatarozott y° = 26,7 értéket vesz-

20 12 16 12 | 60

25 8 12 16 | 61

csoport
csoport

248 19,5 1102 115,5 L6055 alapul, és ezt hasonlitjuk Ossze az 5%-os
2521 9,6 10,4158 | 61

27 5 9 20 | 61

252196 | 104 158 | 61 szignifikancia szinthez tartozé ;(zvzzl = 32,7 ér-

32 4 8 16 | 60

248 95 | 102|155 ] 60 | t€kkel, ugyanarra az eredményre jutunk, neveze-

27 7 13 13 | 60

197 | 75 | 81 [ 123 [476 |

M| Q| |m|T|O|w| >

158. megjegyzés

Lathatjuk, hogy a homogenitas- és a fliggetlen-
ségvizsgalat 1ényegében csak a mintavétel mod-
jaban kiilénbozik egymastol.

A k valtozonak annyi osztalya lesz, ahany Gssze-
hasonlitandé mintank van. Az x valtozé értékeit
pedig a fiiggetlenségvizsgalatnal mar ismertetett
modon kell osztalyokba sorolni.

2481 9,5 [10,2]15,5| 60 tesen a nullhipotézist elfogadjuk. Ezek szerint a

MT|Qm|m|T|O|w|>

197 |75 |81 123 | 1476 tablazatban szereplé csoportonkénti nagy eltéré-

sek a fliggetlenséget szignifikansan nem érintik.

Ennek a résznek az elején emlitett harmadik mddszer, a homogenitdsvizsgalat

visszavezetheto a fliggetlenségvizsgalatra.

3. y’-préba homogenitasvizsgalatra, amelyben a probléma ugy vetédik fel,
hogy: két vagy tobb (x valtozoju) fiiggetlen minta szarmazhat-e ugyanabbdl az
ismeretlen eloszlasu alapsokasagbol?

Nullhipotézis: Az ismeretlen alapsokasagok, amelyekbdl a mintak szarmaznak
mind azonos eloszlasuak.

Elsé 1épésként ezeket az alapsokasagokat sorszammal latjuk el. Ily médon egy
adott minta minden eleméhez azt a k szamot is hozzarendeljiik, amelyik annak
az alapsokasagnak a sorszama, amelybdl a minta szarmazik. fgy mar minden
megfigyelési egységhez az x és k valtozonak megfeleléen két adat tartozik.
Konnyen belathato, hogy az eredeti nullhipotézis, ekvivalens azzal, hogy x és k
fiiggetlen egymastol. Ettdl kezdve a feltételek, a statisztika és a nulleloszlas
— egy fontos kivételtdl eltekintve — ugyanazok, mint a fiiggetlenségvizsgalat
esetében. A kiilonbség csupan annyi, hogy itt nem egyetlen mintank van, ha-
nem kettd vagy tobb (158. megjegyzés).
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159. megjegyzés 15.9. A sokasag medianjara vonatkozo statisztikai proba

Az eldjel proba elnevezés onnan szirmazik, (616j el pr(')ba)
hogy a proba eredetileg a Me = 0 hipotézis elle- , . Lo, . . L, ,
nérzésére szolgalt, és ilyenkor a szdmoldshoz Ez a proba (159. megjegyzés) és az ezt kdvetd probak nemparaméteresek, te-
csak a mintabeli értékek eléjelét hasznaljuk. hat eloszlastol fiiggetlen modszerek.
Ol — Ezzel a probaval egy ismeretlen mediént (Me-t) hasonlitunk 6ssze egy hipoteti-
A préba megfogalmazhaté median helyett tet- kus értékkel (Meo'lal) (160. megjegyzé€s).
szOleges kvantilisre is. . .
Nullhipotézis: Hy: Me = Mey.
161. megjegyzés Feltétel: A valtoz6 legyen folytonos.

Nagy minték esctén a binomidlis closzlds joI Statisztika: Az Mej-nal kisebb, illetve nagyobb mintaelemek szama koziil a
kozelithetd Poisson- vagy normalis eloszlassal

(v6. 11.1. rész). kevesebb (k).

Nulleloszlas: (n,p) paraméter(i binomialis eloszlas, ahol n az Me,-tdl kiilonbo-

162. megjegyzés z0 mintaclemek szama, és p = 0,5. (Az Mey-lal megegyez6 értékeket nem
A (129) osszefiiggésben a 0,5-es eltolassal (foly- .

" = R ; vessziik figyelembe.)
tonossagi korrekcioval) a binomialis eloszlas

diszkrét és a normalis eloszlés folytonos volta A median egy mintaban definicié szerint olyan érték, amelynél kisebb, illetve
kozott eltérést tudjuk korrigalni (163. dbra). nagyobb értékek ugyanolyan gyakorisdggal fordulnak eld. Ezért, ha véletleniil
kivalasztunk egy mintaclemet, akkor p = 0,5 a valdszinlisége annak, hogy az a
mediannal kisebb. Annak a valoszini{iségét, hogy n-szer megismételve a kivalasz-
tast éppen k-szor kapjunk a mediannal kisebb értéket, az (n,p) paraméteri binomia-

® korrekciéval

i o lis eloszlas segitségével hatarozhatjuk meg (161. megjegyzés). Az *eloszlésﬁigg-

' vény k-hoz tartoz6 fiiggvényértéke az egyoldali probara vonatkozé p -ot adja meg.
0,5c:> Ozte}:{:]'](dé Mivel az eloszlas szimmetrikus, ezért ennek kétszeres (2p") a kétoldali probara

! vonatkoz6 megfeleld érték.

I

Amennyiben a binomidlis eloszlast normalis eloszlassal kozelitjiik, akkor az

...... l..... . T Iy . r1:
or T alabbi standardizalasi transzformacioval (vo. (71), (48), (49)) standard normalis
3210123456 7x eloszlasu valtozohoz juthatunk (162. megjegyzEs).
163. dbra k—np+0,5
A standardizalasi transzformacionak alavetett = 12
(6, 0,5) paraméter(i binomiélis eloszlas eloszlas- Jap(l=p) - (129)

figgvénye folytonossagi korrekcid nélkiil (piros
karika) és folytonossagi korrekcioval (kék potty).

Mintafeladat

Az 1jsziilottek érkezése a terhesség 40. hetében varhato (a teljes népességre vonatkozd varhatod érték és a median is ebbe a
tartomanyba esik). Egy kisebb varosban, az utobbi honapok sziiletési adatai alapjan (1asd a tdblazatot) mondhatjuk-e azt, hogy
az njsziilottek, valamilyen okbol kifolydlag a vartnal szignifikansan korabban sziiletnek meg.

hét 34.135.136.137.138.139.140.|41. |42.

sziiletések
szama

rj1rjp1f{1r12f{213|13]1

Megoldas: Mivel a minta atlaga 38,7, medianja 39, ezért azt gondolhatjuk, hogy valdban koradbban sziiletnek az ujsziilottek.
Bar a sziiletésig eltelt id6 folytonos valtozo, csak itt hetekben mérjiik, az eloszlasa nem szimmetrikus, hiszen gyakoribb a
korasziilés, mint a tilhordott terhesség. Emiatt a valtozé nem lehet normalis eloszlasu, tehat a kérdés eldontésére a #-proba
nem alkalmas. Ilyenkor hasznalhatjuk példaul a medianra vonatkoz6 eloszlastol fiiggetlen eldjel probat.

H, : Me = 40; H; : Me < 40. (Egyoldala proba.) A 40-nél kisebb mintaclemek szama 8, a nagyobbaké 4 (3 egyenld vele),
ezert k = 4, amelyhez a megfeleld (12, 0,5) paraméterli binomialis eloszlasbol meghatarozhatjuk a kivant valoszintiséget
p = 0,19. Ez az érték az 5%-os szignifikancia szintnél (de még 10%-osndl is) 1ényegesen nagyobb, ezért a nullhipotézist elfo-
gadjuk. Nem mondhatjuk tehat, hogy a mellékelt minta alapjan az adott varosban az 0jsziildttek a vartnal szignifikdnsan ko-
rabban sziiletnek meg.

Amennyiben a (129) 6sszefliggés szerint szamolunk, akkor = -1,5/1,732 = -0,866. Az ehhez tartozé valdszinliséget a stan-
dard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének felhasznaldsaval hatarozhatjuk meg: p~ = 0,19. Mivel a binomialis eloszlasbol,
illetve a standard normalis eloszlasbol meghatarozott két p érték kozotti eltérés csak a negyedik tizedes jegyben nyilvanul
meg, igy azt mondhatjuk, hogy esetlinkben a két modszer ugyanarra az eredményre vezetett.

15.10. Rangproébak

164 o Ezekben a probakban az eloszlastol vald fiiggetlenséget ugy érjiik el, hogy a
. megje () . ” . 1 s . . . . .
Rangsorgt]ragrézzforrnéciét ordindlis valtozé esctén Jelﬂlen'l'zo statisztikat nem az. ,erede':tl mln'Ea elen}elbol szz?moljlrlk, hanem azokon
is végezhetiink, igy ezek a probak ilyen tipust el6szor rangsor transzformaciot hajtunk végre (vo. 15.5. rész), és a rangokat hasz-
valtozokra is alkalmazhatdk. naljuk az eredeti értékek helyett (164. megjegyzés).
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165. megjegyzés 1. Wilcoxon-féle eldjeles rangpréba, amellyel — tigy mint az eldjel probaban
A szimmetrikussagi feltételbdl kovetkezik, hogy — egy ismeretlen mediant (Me-t) hasonlitunk Gssze egy hipotetikus értékkel

a median megegyezik a varhato ertekkel, gy (Mey-lal), de a proba parositott mintak kiilonbségeire is alkalmazhato (vo.
akar arra vonatkozoan is felirhatnank a . ,
147b. megjegyzés).

nullhipotézist.

Nullhipotézis: Hy: Me = Me,.
Feltétel: A valtozé legyen folytonos, eloszlasa pedig legyen szimmetrikus
(165. megjegyzés).
Statisztika (I.): Tobb lehetdség is adddik, de mindegyiknek az az alapja, hogy
a mintaclemek Mey-tl vald eltéréseinek abszollt értékein rangsor transzfor-
maciot hajtunk végre. Ezutan az egyik lehetséges statisztika az eredetileg po-
zitiv eltérésekhez tartozo6 rangok 6sszege.
Nulleloszlas (I.): Nincs kiilon neve, és bonyolultsaga miatt itt nem is részletez-

ziik, de alkalmas szamitogépes programok kiszamoljak a megfeleld p” valdszi-
ntiségeket. Aszimptotikusan mar nem tul nagy elemszadmu mintakra is a

_n(n+1) _ n(n+1)(2n+1)
U= — o 1/—24 (130)

paraméter(i normalis eloszlassal szokas kozeliteni.

: ) Statisztika (II.): Egy masik lehet6ség az lehet, ha a ,,Statisztika (I)” szerinti
Frank Wilcoxon (1892-1965) Irorszagban sziiletett rangsor transzformacié utin a rangoknak az eredeti kiilonbségeknek megfele-

amerikai kémikus és statisztikus, tobb statisztikai . . ; , —
proba megalkotoja. 16en elbjelet adunk és kiszamitjuk ezen eldjeles rangok atlagat ( R -ot; a (27)

osszefliggés alapjan) valamint korrigalt szorasat (sz -ot; a (98) Osszefiiggés
alapjan), majd ezekbdl hatarozzuk meg az alabbi statisztikat (vo. (119)):

. _JnR

_ I =— (131)
166. megjegyzés Sk
A folytonossagi korrekci6 itt is alkalmazhato: , . . , , ,
mindkét esetben a (129) dsszefiiggéshez hasonld Nulleloszlas (I1.): Aszimptotikusan v = (n — 1) szabadsagfoku z-eloszlas (166.
0,5-es eltolassal. megj egyZéS).
Mintafeladat

A korhaz egyik szarnyanak felgjitasakor a betegeket at kellett koltoztetni egy masik szarnyba. A kérdés az volt, hogy van-e
hatésa a koltozésnek a betegek mentalis allapotara? Ennek eldontésére az apold személyzet egy 10-es szubjektiv skalan mind-
sitette a betegek allapotat a koltoztetés eldtt és utan. Az alabbi tablazatba foglalt eredmények (14 beteg adatai) alapjan milyen
kovetkeztetést vonhatunk le?

koltozés elott 9 8 1 5 2 8 5 8 5 9 9 6 3 7
koltdzés utdn 3 8 3 1 3 2 9 9 8 4 8 3 1 2
kiilonbség -6 0 2 -4 1 -6 4 1 3 5 | -1 31 -2 -5

Megoldas: Mivel a mentalis allapot 8 esetben romlott €s az Gsszegzett pontérték is jelentésen csokkent (21 ponttal), ezért azt
gondolhatnank, hogy a koltoztetés rontotta a betegek mentalis allapotat. Mivel a #-proba feltételei biztosan nem teljesiilnek,
ezért azt nem, de a Wilcoxon-féle eldjeles rangprobat alkalmazhatjuk.

H, (a kiilonbségekre vonatkozoan): Me = 0; H, : Me < 0. (Egyoldali probat hasznalunk, hiszen a mentalis allapot javulasa
nem okoz semmilyen kockazatot.) A megfeleld p~ valoszinliséget egzakt modon megkaphatjuk a megfelelé szamitogépes
program segitségével: p* = 0,06.

Amennyiben a (131) osszefiiggés szerint szamolunk, akkor elészor a kiilonbségek abszolut értékein rangsor transzformaciot
hajtunk végre, majd visszairjuk a megfeleld eldjeleket. (A 0-khoz nem rendeliink rangot, és a tovabbiakban nem is vessziik

gyt ) killonbség T 1 [a] 223344 5]5]6]-6
cldjcles rang (B) | 2 | 2 | 2 | 45 |45 6,5 | -6,5]-8,5| 8,5 |-10,5]-10,5]-12,5]-12.5

Ezutan ¢ meghatarozasdhoz az el6jeles rangok atlaga: R = -3,38; korrigalt szorasuk: s;” = 7,45; n = 13; tehat 1 = -1,64. A
v= 12 szabadsagfoku t-eloszlas alapjan ehhez p° = 0,06, amely az egzakt modon kapott értékkel megegyezik (eltérés csak a
tovabbi tizedes jegyekben tapasztalhatd). 5%-os szignifikancia szinten tehat a nullhipotézist elfogadjuk. Mindezek alapjan azt
mondhatjuk, hogy a koltoztetés szignifikansan nem rontotta a betegek mentalis allapotat.

Ilyen esetekben azonban, amikor p* ennyire kozel van a valasztott szignifikancia szinthez, igen koriiltekintéen kell eljarnunk
a kovetkeztetés levonasakor, hiszen egy kicsit nagyobb minta akar ellenkez6 eredményt is szolgaltathatott volna.

A kovetkez6 részben ismertetendd proba kidolgozasaban Wilcoxonnak szintén
jelentds szerepe volt, de a félreértések elkeriilése végett a probat masként leird
statisztikusok neve alapjan a Mann—Whitney-féle proba elnevezést hasznaljuk.
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Henry Berthold Mann (1905-2000) Bécsben sziile-
tett amerikai matematikus és statisztikus; valamint
Donald Ransom Whitney (1915-2007) amerikai
statisztikus.

167. megjegyzés

Itt és az el6z6 probaban is (v.6 (130)) a normalis
eloszlassal vald kozelités hatterében a centralis
hatareloszlas tétel érvényre jutasa fedezhetd fel
(vo. 11.1. rész), hiszen mindkét statisztikaban
fliggetlen valoszintiségi valtozok (rangok) Gssze-
ge szerepel (vO. 78. abra).

168. megjegyzés

Mivel a rangok eredetileg szamtani sorozatot al-
kotnak 1-t8l N-ig, amelynek osszege N(N +1)/2,
ezért az atlag ennek N-ed része: (N +1)/2.

o 3
52 NS N
o »n ol 0O
o o © Q c
© X C [=r]
53 Sg S8
=y 2a 28
5 ® ©
19 19 19
R,=84 Ry=104 Ry=T77
= 8+11+1
R= =
2
169. abra

A rangok lehetséges eloszlasai az egyesitett min-
takban. (1. minta: piros; 2. minta: kék.)

170. megjegyzés
A (136) Osszefliggés mar a folytonossagi korrek-
ciét is tartalmazza (vo. (129)).

M '3

Ih' i 'l L i
William Henry Kruskal (1919-2005) amerikai
matematikus és statisztikus; valamint
Wilson Allen Wallis (1912-1998) amerikai koz-
gazdasz és statisztikus.

171. megjegyzés

a) Egyszerlien beldthat6, hogyha R; helyére a
rangok atlagat, (N+1)/2-t helyettesitiink, akkor H
-ra éppen 0-t kapunk.

b) A y*-eloszlas megjelenése itt mar nem meg-
lepd, hiszen az R-k kozelitéleg normalis eloszla-
suak (vo. 167. megjegyzés), és H-ban ezek négy-
zetosszege szerepel (v6. 14.3. rész).
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2. Mann—Whitney-féle préba, amellyel a kétmintas 7-probahoz hasonldan (vo.
15.6./2. rész), azt vizsgalhatjuk, hogy két minta szdrmazhat-e ugyanabbol az
alapsokasagbol. Szamitasainkban azonban a rangprobakra jellemzé moddon
nem az eredeti minta elemeit, hanem az azokhoz rendelt rangokat hasznaljuk.

Nullhipotézis: Hy: a két valtozo eloszlasa megegyezik.

Feltétel: A két fliggetlen valtozo legyen folytonos, slirliségfiiggvényeik pedig
legyenek azonos alakuak (eltolassal egymasba atvihetdk). (Csak megjegyez-
ziik, hogy ilyenkor a varianciak sziikségképpen megegyeznek.)

Statisztika (I.): Itt szintén tobb lehetdségiink van. Az egyik az, hogy elészor a
két mintat egyesitjiik, ezutan az eredeti értékeken rangsor transzformaciot haj-
tunk végre, majd kiszamitjuk az egyik mintahoz tartozé rangok 6sszegét:

Z R, -, vagy Z R, -t. (132)
i=1 i=1

Nulleloszlas (I.): Az U-eloszlas, amelyrdl csak annyit mondunk, hogy alkal-
mas szamitogépes programmal kiszamolhatok a megfelelé p* valoszintiségek.
Aszimptotikusan — példaul az 1-es mintara vonatkozoéan — a

n +n, +1 _ n +n,+1
H=n—" O =,4/mn,

2 12

paraméter(i normalis eloszlassal szokas kozeliteni (167. megjegyzés).

(133)

Statisztika (II.): A nagyobb elemszamu mintakra vonatkozodan abbdl indulha-

tunk ki, hogy az atlagos rangszam ( R ) mindig az elsé és az utolsd sorszam
Osszegének a fele. Esetiinkben:

R= n +n,+1 N+1’ (134)
2 2
ahol ny, illetve n, a két minta elemeinek szdma, N = n; + n, az egyiittes elem-
szam (168. megjegyzés). Amennyiben a két minta ugyanabbdl az alapsokasag-
bol szarmazik (169. abra), akkor a rangok 0sszegének varhat6értéke mintan-
ként az atlagos rangszam és az aktualis minta elemszamanak a szorzata:

E(ZR“j:nlE , E[ZRzl.jzan. (135)
i=1 i=1

Ezek szerint, ha az 1-es mintdban a rangok Osszegén a (133) Osszefiiggések
szerinti standardizalasi transzformaciot hajtunk végre, akkor ez a statisztika:

DR, —u+05
=t (136)

(o}

Nulleloszlas (II.): Aszimptotikusan standard normalis eloszléas, amely gyakor-
latilag ekvivalens a fenti kozelitéssel (170. megjegyzées).

3. Kruskal-Wallis-féle préba, amely az el6z6 probahoz hasonlban, ismét a
rangokat hasznalva, kett6nél tobb (k) minta esetében teszi fel azt a kérdést,
hogy a mintdk szarmazhatnak-e ugyanabbdl az alapsokasagbol.

Nullhipotézis: Hy: mindegyik valtozé eloszldsa azonos.

Feltétel: Mind a k valtozora megegyezik az el6z6 proba feltételeivel.

Statisztika: El6szor az 6sszes mintat egyesitjiik, ezutan az eredeti értékeken
rangsor transzformaciot hajtunk végre, majd az eredeti mintanként kiszamitjuk
"
R =R, .
i=1

a hozzajuk tartozo rangok dsszegét (R;-t):
Ebbdl a statisztika:
1 22 —L
N (N )
Nulleloszlas: Szamitogépes program segitségével kiszamolhatok a megfelels p*

valosziniiségek. Aszimptotikusan v = (k — 1) szabadsagfoku y*-eloszlas (171.
megjegyzés).

3(N+1) | anol N=Y.n, . (137)

J=1



172. megjegyzés

A két vagy tobb valtozo, két vagy tobb jellemz6
megfigyelését jelenti ugyanazokon a megfigye-
1ési egységeken (vO. 83. dbra).

e f

.o

.“50.‘ e { j.&.:

* . ® .f- M .' 0.-
N .
s, o
S .

173. abra

Korrelaciéo mentes eseteket bemutatdé pontdiagra-
mok (»=0).

r=1 r=0,7 ..
. . ?‘.
.. A
oo =° A ,l-.l:_';i
/ et tv, b
.o DX I P
IR LI
r:0,3 r:-O,S
O * .
etesle e K t'-‘,‘..‘_ %,
Sty e
vese AT e % .
. . .. . ."
- .o'
r~-0,9 r=-1 .
.
Wi, ;
age
‘t':-‘.: \
s \..

174. abra
Kiilonb6z6 mértékii korrelacié bemutatasa pont-
diagramokon.

16.0. Korrelacio és regresszio szamitas

Ezt a problémakort a 12.2. részben mar érintettiilk, amikor két valoszintiségi
valtoz6 fiiggetlenségének vizsgalata utan a fiiggdség kritériumait tanulmanyoztuk.
Ott a témakorhoz kapcsolodo legfontosabb alapfogalmakat be is vezettiik. Ebben a
részben a gyakorlati szempontokat elétérbe helyezve kapcsolatot, osszefliggést
keresiink két vagy tobb valtozo kozott (172. megjegyzEs).

A legaltalanosabb, barmilyen jellegii 0sszefliggés az asszociacio. Az ilyen kap-
csolat akar nominalis valtozok kozott is fennallhat, amelynek hianyat példaul
figgetlenségvizsgalattal ellendrizhetjiikk (vo. 15.8./3. rész). Amikor fliggetlenség-
vizsgalat céljabol y-probat végziink, a z* mint statisztika éppen az asszociacio
mértékére jellemzo érték. Csak akkor vetjik el a ,két valtozo fliggetlen”
nullhipotézist, ha ez az érték elég nagy. Mivel y* nagysaga nincs korlatozva, a
kiilonbozo esetekben kapott értékek kozvetleniil nem hasonlithatok 6ssze. Ameny-
nyiben alkalmas transzformacioval y*-bél olyan mérészamot nyeriink, amely pél-
daul csak 0 és 1 kozott valtozik, akkor ezzel az asszociacié mértéke mar altalano-
san, mas esetekkel 6sszehasonlithatd modon is kifejezhetd.

16.1. A korrelacio mértéke, korrelaciés 7-proba

Két valtozo kozotti korrelaciorél akkor beszélhetiink, ha azok legalabb
ordinalisak, azaz a mintakon belill meg tudunk allapitani valamilyen sorrendet.
Ezenkiviil feltessziik, hogy a két valtoz6 szimmetrikus viszonyban van egymas-
sal, tehat amennyiben van valamilyen Osszefiiggés kozottiik, akkor teljesen min-
degy, hogy melyik a fiiggetlen és melyik a fliggd valtozo. A korrelacid csak a
monotonitast képes kifejezni; nevezetesen, ha a parositott mintakban a nagyobb
értékekhez altalaban nagyobbak, a kisebb értékekhez pedig kisebbek tartoznak,
akkor pozitiv, forditott esetben negativ korrelaciorol beszéliink.

Szamszerii adatok esetén a korrelacio mértékét a korrelacios egyiitthatoval
jellemezhetjiik, amely —1 és +1 kdzott valtozhat (v6. (81)(82)). A (82) Gsszefiiggés
a kovetkez6 modon is felirhato:

Z(‘xi _)_C)(yi _7)
r=—== - . (138)

\/Z(xi_)_c)ZZ(yf_y)z

A 173. abran olyan pontdiagramok lathatok, ahol a két valtozé kozott nincs
korrelacid, » = 0. Amint az a 173f. abran is megfigyelhetd, a korrelalatlansdg nem
jelent feltétleniil fiiggetlenséget. Itt ugyanis a két valtozd kozott van kapcesolat, de
az nem monoton, (hiszen kezdetben ndvekvd, majd csokkend tendenciat mutat)
igy nem beszélhetiink korrelaciorol sem. A 174. abra a kiilonb6z6 mértékii korrela-
cié néhany esetét mutatja be (monoton kapcsolatok). Az abra arra is utal, hogy az
r = =1 akkor és csak akkor teljesiil, ha a valtozok kozott linearis kapcsolat van (vo.
12.2. rész). Normalis eloszlasu valtozok esetében, ha r # 0, akkor a kapcsolatok
koziil a linearis osszefiiggés az egyediili lehetdség, ha viszont r = 0, akkor az egy-
értelmien fiiggetlenséget jelent (vO. 81. megjegyzés).

Hogyha a korrelacio fennallasat (lehet-e korrelacio, vagy nem) az alapsokasag-
ra vonatkozoan szeretnénk megvizsgalni, akkor ennek eldontésére hasznalhatjuk a
korrelacids t-probat:

Nullhipotézis: Hy: R(&n) = 0, ahol R(&7;) az alapsokasdgra vonatkozd
ismeretlen korrelacids egyiitthato.

Feltétel: A két valtozo egyiittes eloszlasa normalis eloszlas. Minden megfigye-
Iési egység legfeljebb egyszer van kivalasztva a mintakban és egymassal nin-
csen kapcsolatuk (fliggetlenség).

* n-— 2

£ =r | (139)
1-r°

Statisztika:

ahol 7 a mintabdl szamolt korrelacios egyiitthato, # pedig a minta elemszama.
Nulleloszlas: v= (n — 2) szabadsagfoku ¢-eloszlas.
A dontés a t-probaknal ismertetett modon torténik (v6. 15.6. rész).
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Charles Edward Spearman (1863-1945) angol
pszichologus és statisztikus.

175. megjegyzés

A jobb megkiilonboztethetdség kedvéeért a (138)
szerinti ,.kozOnséges” korrelacios egyiitthatot
gyakran Pearson-féle korrelacios egyiitthatonak
nevezik.

176. megjegyzés

A fuggd valtozot magyarazott, a fliggetlen valto-
z0t magyarazé valtozonak is szokas nevezni.
Ezek az elnevezések arra utalnak, hogy a magya-
raz6 valtozok valtozasai magyarazatot adhatnak
a magyarazott valtozo valtozasaira. Mas szavak-
kal mondva a fiiggetlen valtozo valtozasaira
lehet visszavezetni a fliggd valtozo determinisz-
tikus valtozasait, vagyis megtudhatjuk, hogy mi
a valtozasok eredete.
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16.2. Rangkorrelacio

Bar szamszert adatok esetén az » korrelaciés egyiitthaté, mindig meghataroz-
hatd, lathattuk, hogy valojaban csak a linearis kapcsolatok jellemzésére alkal-
mas igazan (v6. 16.1. rész). Példaul abszolut értéke még a legszorosabb nem line-
aris kapcsolat esetén sem érheti el a maximalis 1-et. Tudjuk, hogy » alkalmas az
alapsokasagra vonatkozd korrelacids egyiitthato, R(& 7)) becslésére, de példaul
ordinalis valtozok esetén nem is hatarozhaté meg. Igy célszerii bevezetni egy més-
fajta statisztikat, olyat, amely ezeket a hianyossagokat kikiiszoboli. Az egyik lehe-
tdség a Spearman-féle rangkorrelacios egylitthato (rs), amely a két valtozo kozotti
korrelacio mértékét a rangok alapjan jellemzi. Ennek meghatarozasa érdekében
elészor a parositott mintak eredeti (x;, y;) értékekein rangsor transzformaciot haj-
tunk végre, majd az igy kapott rangokat (R,;, R);) az alabbi dsszefliggésbe helyette-
sitjiik:

Y (R, ~R)R,~K)

\/i(&, “RYY(R,-R)

Lathato, hogy ez az Osszefliggés megegyezik (138)-cal, amennyiben azt a ran-
gokra alkalmazzuk (175. megjegyzés). A rangkorrelacids egylitthatd (rs), r-hez
hasonléan szintén —1 és +1 ko6zott valtozhat, €s a jelentése is nagyon hasonlo. A 0-
hoz kozeli értékek gyenge, a —1-hez kozeliek erés negativ, a +1-hez kozeliek erds
pozitiv korrelacios kapcsolatot jelentenek.

VSZ

(140)

16.3. A regresszio jelentése a gyakorlatban

A regresszio szo eredeti értelmét tekintve a kapcsolatoknak azt a fajtajat jelenti,
amikor valamit valamire visszavezetiink. Ebben az esetben az Osszefliggés nem
szimmetrikus, a fliggd és fliggetlen valtozo nem cserélhetd fel (176. megjegyzés).
Mar az 1.1. részben megallapithattuk, hogy altalanossagban véve a ,,valtozasok”
determinisztikus és statisztikus része egyiitt van jelen. Egy modell alapjan josolt
determinisztikus kapcsolatot altalaban egy fliggvénnyel irhatunk le, de a mérések-
bol, megfigyelésekbdl nyert adatok a megfeleld fliiggvényértékektél mindig eltér-
nek. Emiatt az eredeti fiiggvénykapcsolat ,,gyengitett” formaban jelenik meg, a
fiiggetlen valtoz6 ugyan befolyasolhatja a fliiggd valtozot, de sohasem hatarozza
meg egyértelmiien, hiszen a fliggd valtozo aktualis értéke a ,,véletlentdl” is fliigg.

Altalanosan fogalmazva a regresszio szamitas feladata az, hogy keressiik meg
azt a fiiggvényt, amely egy vagy tobb fiiggetlen és egy fiiggd valtozo kozott te-
remt kapcsolatot és amely az emlitett ,,befolyasolasra” kelléen jellemzd. Erre az
egyik lehetdség az, hogy a determinisztikus és a statisztikus részt szétvalaszt-
juk, ami természetesen csak bizonyos feltételek teljesiilése esetén teheté meg. Je-
16ljiik a figgetlen valtozokat X;, Xa, ..., Xy-nel, a fiiggd valtozot pedig Y-nal. Alta-
lanosan felirhatd, hogy

Y=fX,X>, ..

ahol H a hibatag. Ebben az sszefiiggésben az X;-k altalaban nem valdsziniiségi
valtozok, vagy ha azok, akkor a megfeleld értékei elhanyagolhatéan kis hibaval
rendelkeznek. Igy Y is csak az additiv hibatag miatt valik valosziniiségi valtozova.
Ha a hibatag varhatoértéke 0 (E(H) = 0), akkor

E(Y) :f()(la X2> ceey XN);

azaz fiX,, Xa, ..., Xy) az Y varhatoértékével egyenld. Ezek szerint az f fliggvény az
Y regresszidja (vo. 12.2. rész). Igy amennyiben az X;-k konkrét értékeit ismerjiik,
akkor a regresszio segitségével becslést adhatunk Y konkrét értékére is. A kérdés
»mar csak” az, hogy hogyan keressiik meg a megfeleld f fliggvényt, ami természe-
tesen nem mindig egyszerli €s egyaltalan nem egyértelmii feladat.

LXy)tH, (141)

(142)

Miel6tt nekilatnank a fiiggvény keresésének, mindenek el6tt el kell donteniink,
hogy melyik valtozé a fiiggd és melyek a fliggetlenek. Ennek érdekében azt kell
megfontolnunk, hogy mi mire vezethetd vissza, milyenek lehetnek a véletlen hata-
sok, melyik értékeket tudjuk nagy pontossaggal és melyeket tudjuk kevésbé ponto-
san meghatarozni. Tovabb4, hogy vannak-e ismereteink a fiiggvényre vonatkozoan
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177. abra

A magassag és a testtomeg kozotti kapcsolat
pontdiagramja és az Osszefliggés két fajta regresz-
szioval torténd Gsszekapcsolasa.

Z61d gorbe: kobos Osszefiiggés; piros gorbe: linea-
ris Osszefliggés. A két fuggvény gorbéje alig tér el
egymastol a vizsgalt tartomanyon beliil.

yi -

yl..

0 X

178. abra

A ,,valodi” regresszids egyenes (zold) és annak
becslése (piros), azaz a pontokra legjobban illesz-
kedd egyenes. Lathatd, hogy a regresszié x;-hez a
becsiilt f{x;) = y-t rendeli hozza.

179. megjegyzés

Ehhez hasonlé problémaval mar talalkoztunk a
10.0. rész 2. mintafeladataban, amikor az atlag
minimum tulajdonsagat bizonyitottuk. Ott is az
eltérések négyzetosszegének minimumat keres-
tiik. Az eljaras soran az Ax* + Bx + C = 0 alaku

masodfoki egyenletek megoldé képletébol
olvastuk ki a megoldast:

Xmin = 7B/ 2A.
Mintafeladat

a korabbi tapasztalatainkbol és hogy mit mutat az adatok grafikus abrazolasa?
Csak mindezek utan tudunk javaslatot tenni a ,,legjobb” jeloltekre. A linearis fligg-
vény egyszerliségénél fogva igen sokszor jon szamitasba, még akkor is, ha elvileg
van nala alkalmasabb jeldlt. A 177. abra éppen ezt mutatja, hogy egy elvileg kobos
Osszefiiggés linedris fliggvénnyel is igen jol kozelithetd az adott tartomanyban. A
hattérismeretek nélkiil nem is donthetd el, hogy valojaban melyik a ,,jobb” regresz-
szio.

16.4. Linearis regresszio

Ebben az esetben a keresett f fiiggvény linearis, ezért a (141) dsszefliggés alap-
jan:

Y= 0{1X1 + azXz +...+ QMN+ﬂ+H; (143)
vagy csak egyetlen fliggetlen valtozora felirva:
Y=aX+p+H, (144)

ahol « a linearis fliggvény meredeksége, fugyanennek a 0-ban felvett fliggvényér-
téke, tovabba a korabbi jelolésnek megfeleléen H a hibatag. A tovabbiakban csak
ezzel az egyszerlibb esettel foglalkozunk (egyszert linedris regresszio). Ilyenkor
az f figgvény grafikonja a regresszios egyenes.

Az f fiiggvényt akkor hasznalhatnank arra, hogy az X konkrét értékei alapjan
Y konkrét értékeit kozelitéleg megkapjuk, ha az «, f paraméterek értékeit ismer-
nénk. Mivel az @, B paramétereket eleve sohasem ismerjiik, igy értékiiket csak
becsiilni tudjuk, a becslés alapja pedig a rendelkezésiinkre allo (x;, y;) adatparok
Osszessége, amelyet pontdiagramon tudunk szemléltetni. A feladat tehat az, hogy
talaljuk meg a pontdiagramra legjobban illeszkedé egyenest (178. abra).

Ilyen egyenes tobbféleképpen is megadhatd. Ezek megtalalasahoz vezetd egyik
alapelv a legkisebb négyzetek modszere. Jeloljik az egyeldre ismeretlen, legjob-
ban illeszkedd egyenes meredekségét a-val, tengelymetszetét pedig b-vel. Azokra
az (x;, y;) koordinataju pontokra, amelyeken az egyenes éppen atmegy:
y; = ax; + b = (y;); amelyeken nem megy at: y; # ax; + b. Az els6 esetben a regresz-
szi6s egyenes hiba nélkiil adja meg az elsé koordinatabdl a masodikat, a masodik
esetben az eltérés, azaz a pontnak az illesztett egyenestdl az y tengellyel parhuza-
mosan mért tavolsaga: h; = |y; — (ax; + b)| a reziduum vagy maradék, amellyel a
hiba nagysaga jellemezhetd. A legkisebb négyzetek modszere alapjan a becslés
akkor a legjobb, ha a reziduumok négyzetosszege minimalis (179. megjegyzés):

n
th =min.
i=l1

A feltételnek eleget tevo a, b becsiilt paraméterekre a kovetkezd Osszefliggések
adodnak :

(145)

=)

Sw 5
;
S S

a= b=y-ax (146)

E
X X

ahol s,, a kovarianciat, s,, s, a megfelelé szorasokat, r a korrelacios egyiitthatot, a
feliilvonas pedig az atlagokat jeldli (vo. (82), (42), (27)).

Mutassuk meg, hogy a (146/2) osszefiiggés a 178. megjegyzésben leirtak szerint egyszeriien meghatarozhato.

Megoldas: A (145) dsszefliggés szerint:

A B
ihf => [ —(ax, +b)]2 = Z[yf +(a’x] +b” +2ax,h)—2y,ax, —2yl.b] — @bz +bb .
i=1

A nyil utin mar csak a b-t is tartalmazo tagokat irtuk le. Tekintsiik a Ab* + Bb +C = 0 masodfoku egyenletet, majd a megfele-

16 egytitthatokat helyettesitsiik a b = —B/24 Osszefliggésbe:

b= 22)’1 _azzxi
_—Zn

=y—ax .

Az egyszer(sités elvégzése utan a kivant 6sszefliggéshez jutottunk.

Hasonl6 médon jarhatnank el a (146/1) 6sszefliggés esetében is, ha a négyzetre emelés elvégzése utan az a-t tartalmazo tago-
kat vennénk figyelembe, de ott a szamolas kicsit bonyolultabb, ezért annak bemutatasatol eltekintiink.
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Mintafeladat

A mellékelt tablazatban a normalis szem 4tlagos akkomodacids képességét letkor (&) 0B [3]H
tiintettiik fel négy kiillonbozd életkorban. Linearis regresszid segitségével akkomodacios 11 1851 7 |35
becsiiljiik meg az atlagos akkomodacios képességet 40 éves korban!

Megoldas: A regresszids egyenes becsiilt paraméterei a (146) Osszefliggés alapjan:

a=-0,28; b=162. Az abrazolas elvégzése utan lathatjuk, hogy a linearis dssze- 15 1

fiiggés jol illeszkedik a megadott pontokra. Mivel nem ismeriink olyan matemati- .8 g

kai modellt, tdrvényszeriiséget, amely a két mennyiséget dsszekapcsolja, ezért a §;,’ 101
paramétereket csak interpolacios, azaz csak az abrazolt intervallumon beliili becs- 2 § "
lésre hasznalhatjuk. Az akkomodacios képesség becsiilt értékét 40 éves korban % % 5

tehat —0,28-40+16,2~5 (dpt). ©

Az, hogy a valodi 6sszefliggés nem lehet linearis, abbdl is kideriil, hogy biztosak 0
lehetiink abban, hogy még 70 év felett sem kaphatunk negativ értéket, amit egyéb-
ként az 6sszefiiggés josolna.

20 30 40 50
életkor (év)

A regresszid soran elkovetett hiba (H) jellemzésére a rezidualis szorast hasz-
naljuk. Ennek az alapsokasagra vonatkozo korrigalt valtozata (v6. (145)):

(147)

7. (148)

Mintafeladat

Egyszerti példan keresztiil mutassuk meg, hogy linearis regresszi6 esetén a két valtozd nincs szimmetrikus viszonyban egy-
massal, tehat egyaltalan nem mindegy, hogy melyik a fiiggetlen és melyik a fiiggd valtozo.

Megoldas: Tegylik fel, hogy az ,.eredeti” (X — Y) 0sszefiiggés y = 0,4x + 2 alakban irhat6 fel. Ennek felhasznalasaval szamit-
suk ki néhany x értékhez tartozo y értékét, majd ezekhez kiilonbdz6 mértékii (1x, 10x) véletlen hiba hozzaadasaval (y + h)
generaljunk két pontdiagramot (baloldali abra: piros pontok (1x); kék pontok (10x)). Ezutan a legkisebb négyzetek modszeré-
nek alkalmazasaval becsiiljiik meg a legjobban illeszkedd egyenesek paramétereit €s rajzoljuk be az illesztett egyeneseket.
Lathatjuk, hogy mindkét egyenes igen jol illeszkedik a pontokra és a becsiilt paraméterekben is alig van eltérés, mindegyik jol
kozeliti a ,,valodi” értékeket.

Ezt kovetden cser¢ljik fel a tengelyeket 1+ y=04x+2 X| x=25y-5

a pontdiagramokkal egyiitt (jobboldali 54 5

abra) és végezziik el ujra az illesztéseket. i y=0,39x+2,04 R X =254y - 5,17

Ennek eredményeként az ,.eredetibol” 41 ¥=038x+211 e 4 . o

kifejezett ,,forditott” (¥ —> X) x =2,5y -5 i T

linearis Osszefiiggéshez kellene jutnunk. 311 34

Ha a hiba nem tal nagy (1x) az illeszke- '

dés egészen joO és a becsiilt paraméterek 2_5 o 5]

jol kozelitik a ,valodi” értékeket. Ha :

azonban a hiba n6 a helyzet drasztikusan i Y

megvaltozik: az illeszkedés egyre rosz- i N

szabb ¢€s a becsiilt paraméterek (kék nyi- i

lakkal jeldlve) egyaltalan nem kozelitik a o’ T T . . . ot Bl ro--oo aininiai Tomms -
1 2 3 4 5 X 1 2 3 4 5y

,,valodi” értékeket.

16.5. A linearis regresszioval kapcsolatos hipotézisvizsgalatok

Az alapsokasdgra vonatkozdan igen fontos kérdés az, hogy Y valdban fiigg-e
X-t6l, amit példaul a regresszios egyenes meredekségének vizsgalatdval donthe-
tiink el. Amennyiben « = 0, és ezt az adatok nem cafoljak, akkor a regresszié nem
szignifikans. Azt is mondhatjuk, hogy a fliggést az adatok nem tamasztjak ala.
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180. abra

A linearis regressziora, illetve a regresszios egye-
nes meredekségére vonatkozo ¢-proba alkalmazha-
tosagi feltételeinek szemléltetése.

181. megjegyzés

Ez a proba egyetlen fliggetlen valtozod esetén
ekvivalens az elézével. Igy igazi jelentésége
akkor van, ha egyszerre tobb fiiggetlen valtozot
vizsgalunk (tobbszoros linearis regresszio), de
erre itt részletekbe menden nem tériink ki.

182. megjegyzés

Tobbszoros linearis regresszio esetén a (152)
Osszefliggés modosul:

Fe SS, n—k-1
SS,  k

ahol k a fuggetlen valtozok szdma. Ilyenkor a
nulleloszlas a vy = k; v, = (n — k — 1) szabadsag-
foku F-eloszlas.

X

183. abra

A linearis regresszio olyan esetei, amikor nem a
reziduumok négyzetdsszegét minimalizaljuk.
MA-regresszio esetén a pontoknak az egyenest6l
mért (merdleges) tavolsagainak négyzetosszegét,
SMA-regresszi¢ esetén pedig az abran lathatd
sziirke haromszognek megfelelé hasonlé teriiletek
Osszegét kell minimalizalni.

184. megjegyzés

Van azért olyan probléma is, amelynek megol-
dasara egyik modszer sem igazan jo. Két hason-
16 mérési eljaras kozotti egyezés vizsgalatara
példaul sem a korrelacio, sem a regresszid sza-
mitds nem alkalmas. Ezek hasznalata helyett
legjobb, ha a kiilonbségek varianciajat elemez-
ziik.

1. #-proba a meredekségre:

Nullhipotézis: Hy : = 0.

Feltételek: X és Y kozott linearis a kapcsolat. X a fiiggetlen valtozo6 elhanyagol-
hat6 hibaval (nem feltétlentil valdsziniiségi valtozd). A H hibatag mint val6szi-
niiségi valtozo (az Y értékek hibaja) X-t6l fliggetlen, normalis eloszlasu és al-
land6 szorash. (A 180. abra ezeket a feltételeket illusztralja.)

Statisztika: l=—. (149)

Nulleloszlés: v= (n — 2) szabadsagfoku r-eloszlas.

2. Y X-t6l valo fiiggésének elemzése (181. megjegyz€s), amely azon alapul,
hogy Y variancijat (pontosabban eltérés-négyzetdsszegét) két részre bonthat-
juk: az X-t6l eredd determinisztikus részre, és a H hibatagbdl szarmazo statisz-
tikusra. Mivel feltessziik, hogy ezek fiiggetlenek egymastol, ezért a felbontés a
(75) osszefiiggés alapjan egyszerti 6sszegzés (vo. (75) és a 14.1. rész mintafe-
ladata):

Z(yi_)_/)zZZ()A),'_J_/)Z"'Z()’[_JA},')Z, (150)
i=1 i=1 i=1

ahol a korabbi jeldlésnek megfelelden y; = flx;). Rovidebben irva a szokéasos
jelolésekkel:

SST: SSR + SSH,
ahol az SS (sum of squares) a négyzetdsszeget jelenti, az als6 indexek pedig
rendre a teljesre (7), a regressziora (R) és a hibatagra (H) utalnak.
Nullhipotézis: Hy : Y nem fiigg X-t6l.

Feltételek: A hiba itt is X-t6l fliggetlen, normalis eloszlasu és allandé szorasu.
S,

Sk (n-2)
SS,, :

(151)

Statisztika: F= (152)

Nulleloszlas: v = 1; v, = (n — 2) szabadsagfokt F-eloszlas (182. megjegyzéEs).

Itt emlitjik meg, hogy a (150) illetve (151) Osszefiiggés azt is megmutatja,
hogy Y teljes varianciaja hogyan oszlik meg a regresszio és a hiba kdzott. Ennek
alapjan azt mondhatjuk, hogy az SSi/SSr arany azt adja meg, hogy a teljes varian-
cianak hanyad része tulajdonithaté a regresszionak, illetve, hogy X mint az 6ssze-
fliggés magyarazé valtozoja milyen mértékben magyarazza Y valtozasainak erede-
tét. Ez a hanyados a determinacios egyiitthatd, amelyrdl belathato, hogy épp a
korrelacios egyiitthatd négyzetével egyenlo:

Sy _y_
SS, SS,

LR (153)

16.6. A linearis regresszio bonyolultabb esetei

A 16.3. részben a (141) dsszefliggés felirasakor abbol indultunk ki, hogy az X
nem feltétleniil valdsziniiségi valtozo, illetve, ha az, akkor elhanyagolhatdan kis
hibaval rendelkezik. Vannak azonban olyan esetek is, amikor X igazi valosziniiségi
valtozd és hibdja 6sszemérhetd Y-éval. Ilyenkor a legkisebb négyzetek modszerét
nem a reziduumokra alkalmazzuk, hanem a pontdiagram pontjainak az illesztendd
egyenest6l mért (merdleges) tavolsdgaira (183. dbra) (Ez az MA-regresszid (major
axis)).

Egy masfajta illesztési modszert hasznalunk akkor, ha mindkét valtozé (X és Y)
szorasa nagyjabol a neki megfelelé hiba szorasaval egyezik meg. Ekkor a pontdi-
agram pontjainak, az illesztendd egyeneshez, a tengelyekkel parhuzamosan huzott
egyenes szakaszai és maga az egyenes altal hatarolt derékszogii haromszogek terii-
letét kell minimalizalni (183. abra) (Ez az SMA-regresszio (standard major axis)).
Ezeket az esetek azonban részletesen nem targyaljuk.

Az el6zO6kbdl gy tiinhet, hogy a linedris regresszid és a korrelacidé mégsem
annyira kiilonb6zé dolog. Valdban, adott kérdések megvalaszolasdhoz sokszor
mindkét Ut jarhat6. Azt kell csak eldonteniink, hogy melyik tipust megfogalmazas
tiikrozi jobban céljainkat (184. megjegyzés).
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16.7. Linearisra visszavezetheté nem linearis regressziok

Néhany elemi fiiggvény megfeleld logaritmikus transzformacié alkalmazasaval
linedris fiiggvénnyé alakithat6. Ezek a fiiggvények igen gyakran fordulnak eld a
modellekben is (185. abra).

Y x-tengely - lin. Y x-tengely — log.
10 y-tengely - lin. 10 y-tengely —lin.
5 4
—=— lin.
—e— log.
—a—  exp.
0 —v— hatvany 0 -
0 5 10 X 1 10 X
Y x-tengely — lin. Y x-tengely — log.
104 y-tengely - log. 10{ y-tengely —log.
Francis Galton (1822-1911) angol polihisztor, aki
jelentésen hozzajarult a statisztika fejlddéséhez is,
els@sorban a regresszid szamitas témakorében.
1 1 1 1
0 5 10 X 1 10 X
185. abra

Négy elemi fiiggvény (linearis-, logaritmus-, exponencialis- és hatvanyfiiggvény) abrazolasa kiilonb6z6
skalabeosztast koordinata rendszerekben. Lathatd, hogy a megfelel$ logaritmikus transzformaci6 eze-
ket a nemlinearis fiiggvényeket , kiegyenesiti”.

186. megiegyzés A transzformacid a regresszios fliggvény mellett érintheti a hibat is, amennyi-
Ha a H hiba mint G i o3l ben.a fliggd valtozot is transzformaljuk. Az eddigiekben.a hibér(')l feltettiik, hogy
normélis eloszlast, akkor az ¢ un. log-normalis additiv (vo. (141)), tehat a fiiggd valtozohoz hozzaadodik. Bizonyos esetekben a
eloszlasi lesz. hiba szorzétényezoként jelenik meg, ilyenkor beszéliink multiplikativ hibarol. Las-

suk ezek utdn a hdrom legegyszerlibb esetet. (A transzformalt valtozot *-vel jelol-

juk.)

1. Ha Y=alogX+p+H (logaritmus fliggvény additiv hibaval),
akkor (X” — Y), ahol X’ = log X, tehat

Y=aX+[+H. (154)
2.Ha Y=e“efef”  (exponencialis fiiggvény multiplikativ hibaval),
1;/_ y=a(1-b%) o akkor (X — Y’),ahol Y’ =InY, azaz In Y = aX + f+ H, tehat
Y’=aX+p+H. (155)
0,8 1 3.Ha Y=x"¢e (hatvanyfiiggvény multiplikativ hibaval),

a=1,195%+0,013

b=0,852%0,006 akkor (X’—> Y’),ahol X’ =InX, Y’ =InY, azaz InY = alnX + S+ H, tchat

0,4 1
r?=0,982 YV’=aX +[+H. (156)
0BV T — NS A megfeleld logaritmikus transzformacié megvalasztasaval mindharom esetben
10 20 30 linearis fiiggvényhez jutottunk. Ilyenkor a regresszios eredményeket (probak,
187. abra stb.) ugyantigy kell értelmezni, mint a linearis esetben, de természetesen a transz-
Az Y = a(1-") fliggvény illesziése (piros gor-  formalt valtozokra vonatkoztatva. Az eredményeket vissza szoktuk transzformalni
be), a reziduumokra (kék gorbe) vonatkozé legki- 7 oredeti valtozokra, aminek az a kovetkezménye, hogy ezéltal a valtozok elosz-

sebb négyzetek modszerével. Bar az illesztendd

fliggvény paramétereit — ugy mint a linearis reg-
ional — Osszefiiggések formajab: tud- 1oz . . . . .

[COSZIONA’ ~ OSSECTUEERSCR formajaban e A 187. abran azt mutatjuk be, hogy az (y; — f(x;)) reziduumok négyzetdsszegé-

juk megadni, szamitogép segitségével azért becs- o o R g . . ,

lést adhatunk rajuk, és a determinacios egyiitthato nek minimalizalasa akkor is célravezetd, ha az illesztendd fiiggvény nem transzfor-

is meghatarozhato. malhat6 linearis fiiggvénnyé.
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lastipusa is megvaltozik (186. megjegyzés).


http://hu.wikipedia.org/wiki/1822
http://hu.wikipedia.org/wiki/1911

188. megjegyzés

A varianciaelemzéssel megoldhatd problémak
megfogalmazasakor a szohasznalat eltérhet az
eddigiektdl. Elso 1épésként kivalasztjuk a megfi-
gyelési egységeket, majd ezeket a kategorialis
figgetlen valtozoknak megfeleléen csoportokba
osztjuk. A csoportok példaul abban kiilonbozhet-
nek egymastol, hogy csoportonként a megfigye-
I1ési egységeket mas-mas kezelésnek vetjiik ala.
fgy az adott kezelés tipusa lehet az a tényezd,
Hfuggetlen valtoz6”, amely megkiilonbozteti a
csoportokat. Miutan a fiiggd valtozd konkrét
értékeit megallapitottuk az egyes megfigyelési
egységeken, a csoportok mar mintaként kezelhe-
tok (vo. 13.0. rész).

189. abra

Elsé 1épésként a 180. abrat ugy modositottuk,
hogy a fliggetlen valtozo kategorialis volta legyen
szembetiing (4, B, C kategoriak). Mivel a legtobb
esetben a kategoriakra valo attérés utan a sorrend-
nek mar nincs igazan jelentdsége, X elvesztette
eredeti jelentését, amit az abran az idézgjel érzé-
keltet (,, X™).

191. abra

A 190b. abraval ellentétben itt egyetlen kozos
alapsokasagbol szarmaznak a mintdk. Ennek
feltételezett stirliségfiiggvényét szemlélteti a pon-
tozott vonal.

17.0. Varianciaelemzés (varianciaanalizis)

Eldljaroban a modszerrel kapcsolatosan két félreértést kell tisztazni. Az egyik
az, hogy a neve alapjan (angolul: ANalysis Of VAriance = ANOVA) azt gondol-
hatna az ember, hogy ez valami igen bonyolult eljaras. A kovetkez6kben latni fog-
juk, hogy a varianciaelemzés legegyszertibb valtozata nem tobb mint egy F-proba
(v0. 15.7. 1ész). A masik félrevezetd dolog az, hogy bar a modszer nevében a vari-
ancia szerepel, valdjaban varhatoértékek dsszehasonlitasara hasznalhato.

Az egyik megfogalmazas szerint azt mondhatjuk, hogy a varianciaclemzés a
kétmintas #-probaval ellendrizhetd kérdéstipus tobb mintara is kiterjesztheté meg-
valaszolasara alkalmas (v6. 15.6. rész). Mas megfogalmazas szerint a variancia-
elemzés a regresszid szamitassal van rokonsagban. Ezt ugy képzelhetjiik el, hogy a
figgetlen valtozok itt kategorialisak, és nem valtoznak megfigyelési egységenként,
csak mintanként. Ezek a ,fliggetlen valtozok” lehetnek hatassal a megfigyelési
egységenként is kiillonb6z6 értéki fliggd valtozo varhatdértékére, ami a mintaatla-
gok kiilonboz6éségét eredményezheti (188. megjegyzés). Az elmondottakat a 189.
€s 190. abran szemléltetjiik.

a b

Y . . . z

: N

: Va2 -" 0 Ve

6 Vnz_ - ® Veq

U8 = R SN

T Ve

A B C X"

190. abra

a) A 189. abra z irany( vetiilete, ahol jobban lathato, hogy egy kategérian beliil tobb megfigyelési egy-
ségen is meghatarozzuk a fliggd valtozo értékét. Itt mar az azonos mintdhoz tatozo elemeket azonos
szinnel jeloltiik.

b) A 189. dbra ,, X iranyu vetiilete, amelyen az egyes kategoriakhoz tartozé alapsokasag ismeretlen
stiriiségfliggvénye (pontozott vonal), illetve a megfelelé mintaclemek, valamint azok atlaga van feltiin-
tetve. Itt lathaté a modszer alkalmazhatosagi feltételei koziil kettd, nevezetesen minden kategoriahoz
tartozo alapsokasag legyen normalis eloszlasi, és legyen azonos a szérasuk is. Eltérés csak a varhato
értékiikben lehet, amelyek becsiilt értékét a mintaatlagok jelenitik meg.

A modszerrel tehat a varhatoértékek kozotti kiilonbséget tudjuk vizsgalni. En-
nek lényegét egyszeriien tigy fogalmazhatjuk meg, hogy amennyiben a mintaat-
lagok szérédasa nagyobb, mint az egyes mintdkon beliil a mintaelemek szo6ro-
dasa, akkor azt mondhatjuk, hogy a mintak kiilonb6znek egymastél (kiilonbo-
z0 varhatoértéki alapsokasagbol szdrmaznak), vagy legaldbbis nem mind szarmaz-
nak ugyanabbdl az alapsokasagbol (190b. abra). Megforditva, ha a mintaatlagok
szorddasa kisebb, mint az egyes mintdkon beliil a mintaelemek szérodéasa, akkor
nem mondhatjuk azt, hogy a mintdk kiilonboznek egymastol, tehat akar azonos
alapsokasagbol is szarmazhatnak, igy varhatoértékiik is megegyezik (191. abra).

Ha innen gondolatban visszaugrunk a 189. abranak megfeleld abrazolasra ak-
kor ez utdébbi megallapitas a linedris regresszid ,,nyelvén” azt jelenti, hogy a = 0,
tehat ¥ nem fiigg ,,X”-t6l. Amennyiben a vizsgalat kezelésekre vonatkozott, akkor
azt mondhatjuk, hogy nincs kiilonbség kozottiik.

oy

A fenti egyszerUsitett megfogalmazas a kovetkezOképpen pontosithatd. Az
eljaras soran a fliggd valtozo valtozasait két részre bontjuk. Az egyik rész a deter-
minisztikus hatasnak (példaul a kezelések hatasanak), a masik a véletlennek tulaj-
donithat6. Mivel feltessziik, hogy ezek fliggetlenek egymastol ezért varianciajuk
(igy eltérés-négyzetdsszegiik is) 0sszegzddik (vo. (150)):

S G- =Y G-+ Y (-,

i=1 j=1 i=1 j=1 i=l j=1

(157)

ahol & a minték szama, n; az i-edik minta elemszama, y; az i-edik minta j-edik ele-
me, y az Osszes elembdl szdmolt atlag, mig 7, az i-edik minta atlaga. Az els6
Osszegzést (j-re) a mintan beliil, a masodikat (i-re) a mintak kozott kell elvégezni.
A (150) osszefiiggéshez képest annyi a kiilonbség, hogy a regresszio szamitas be-
csiilt értékének () itt a mintaatlag felel meg (;) .
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192. megjegyzés

Amennyiben a csoportok abban kiilonboznek,
hogy kiilonb6z6 kezelésnek lettek alavetve,
akkor a klasszikus megoldas a kiegyensulyozott
kisérleti elrendezés, amikor a kezeléseket ugya-
nannyi megfigyelési egységen alkalmazzuk,
tehat minden csoport azonos elemszamu (n).
Ilyenkor N = kn.

194. megjegyzés

1. Ha k£ = 2, a varianciaclemzés ekvivalens a
kétmintas #-probaval.

2. Az alkalmazhatosagi feltételek ellendrzésére
inkabb a grafikus modszereket hasznaljuk, mert
kis minta-elemszamok esetén a megfelelé pro-
bak kevéssé érzékenyek.

3. Amennyiben a feltételek fennallasat mégis
probakkal szeretnénk eldonteni, akkor a norma-
lis eloszlas ellendrzésére jol hasznalhato a
Shapiro—Wilk-proba, tébb variancia azonossaga-
nak ellenérzésére pedig a Levene-proba vagy a
Bartlett-proba, amelyeket itt nem részleteziink.
Nem art tudni, hogy mig a Bartlett-proba csak
normalis eloszlast valtozok esetében hasznalha-
td, a Levene-probara vonatkozbéan ez nincs
eloirva. A feltétel teljesiilése esetén viszont a
Bartlett-proba a hatékonyabb.

Mintafeladat

A mellékelt tablazatban 3 kiilonb6z6 régidban €16 férfiak testmagassdg adatait (cm)
tiintettiik fel. Van-e kiilonbség e régidkban a testmagassadgok varhato értékei kozott?

Megoldas: Hasznaljuk a varianciaclemzést. (A feltételek teljesiilését ellendrizni kell.)

Ha az elébbi eltérés-négyzetdsszeg felbontast a (151) dsszefiiggéshez hasonld
jelolésekkel irjuk fel, akkor:
SST = SSK + SSH,

ahol az SS (sum of squares) itt is a négyzetdsszeget jelenti, az alsé indexek pedig
rendre a teljesre (7), a mintak kozottire (K) és a hibatagra (H) utalnak.

(158)

k
Altalanosan igaz, hogy : Zn,- =N (192. megjegyzés).
i=1

Az eltérések négyzetosszegébdl tigy kapunk varianciat, hogy elosztjuk dket a
szabadsagfokukkal. A négyzetdsszeg szabadsagfoka fiiggetlen tagok esetén a ta-
gok szama, egyébként pedig a tagok szama minusz a becsiilt paraméterek szama
(v6. 14.2. rész). Ennek alapjan elkészithetjiik a varianciatablat a szokasos jelolé-
sekkel:

A variancia y Elterf:s- Szabadsagfok Variancia
eredete negyzetosszeg
SS.
Telj SS N-1 MS, =—+
eljes T TN
R SR SSy
Mintak kozotti SSk k-1 MS, = o1
Mintan beliili SSy
— MS,, =
(Hiba) SSy N-k 1SNk

1.93. tablazat
Osszesités a négyzetosszegek felbontasardl és a varianciakrol (ANOVA-tabla).

A ,determinisztikus” (Mintak kozotti) és a statisztikus (Mintan beliili) kompo-
nenst F-probaval hasonlitjuk 6ssze. Ha a determinisztikus rész szignifikansan na-
gyobbnak bizonyul, mint a véletlennek tulajdonithaté rész, akkor azt gondolhatjuk,
hogy a vizsgalt tényezOnek van hatasa, (a mintdk nem mind szdrmaznak ugyanab-
bol az alapsokasagbol).

Varianciaelemzés, ahogy a probdkndl mar megszokhattuk (194. megjegyzés).

Nullhipotézis: Hy : g1 =t = ... = Uy

Feltételek: A vizsgalt valtozd mind a k csoportban legyen azonos varianciaji
normalis eloszlasi és az egyes megfigyelések legyenek egymastdl fiiggetle-
nek.

MS, SS¢ N-k
MS, SS, k-1
ahol MSx, MSy, SSk, SSi jelentése a 193. tablazatbdl kiolvashato, tovabba érté-
kiik a (157) és a (158) Osszefiiggések segitségével kiszamithato (vo. (152) és a
182. megjegyzés).

Statisztika: F= (159)

Nulleloszléas: v = (k—1); v, = (N — k) szabadsagfoku F-eloszlés.

1.1égio | 173]175[168|169
2.1égi6 |170[163]|165
3.régi6 | 175[174|171[172]172

H,: A régidk kozott nincs kiilonbség, a mintdk azonos alapsokasagbol szdrmaznak, tehat u, = = u5 .

El6szor meghatarozzuk a feladatnak megfeleld ANOVA-tabla (v6. 193. tablazat) szamitashoz sziikséges sorait a megadott

osszefliggések segitségével. Ezekbdl F = 5,78; a hozzatartozd p = 0,024;

5%-os szignifikancia szinten tehat a nullhipotézist elvetjiik. (Amennyiben az
F tablazatot hasznaljuk, az 5%-hoz és a megfeleld szabadsagfokokhoz (2;9)
tartozo kritikus érték ' = 4,26.) A kiilonbség szignifikans ezen a szinten.

amelyet a megfelelé szamitogépes program segitségével kaphatunk meg. SS v Var
Mintak kozotti | 89,37 2 44,68
Mintan beliili | 69,55 9 7,73
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rizikofaktor
jelen van beteg
igen nem
igen a b
nem c d

195. tablazat

Altalanos, 2-2-es tablazat egy rizikofaktor szere-

pének vizsgalatara.

196. abra

vizsgalat kezdete T

A visszatekintd vizsgalat sémadja.

18.0. Néhany modszer az orvosi statisztika korébol

Gyakran meriil fel az a kérdés, hogy egyes riziké faktorok (példaul elhizas,
dohényzas, alkohol fogyasztas, véddoltds elmulasztdsa) milyen szerepet jatszanak
a betegségek kialakulasaban, eléfordulasaban. A vizsgalatok soran gyakorisagi
adatokat gytijtiink két mintahoz és az adatokat egy 2-2-es tablazatban rendezziik el
(195. tablazat). Az a, b, c, d betiik a megfeleld abszolut gyakorisagi adatokat jelo-
lik. Azt varjuk, hogy amennyiben a gyakorisagi értékek aranyai a beteg és nem
beteg csoportban azonosak, akkor a betegség kialakuldsa fiiggetlen a rizikofaktor-
tol. A koriilményektdl fiiggden két alapvetd vizsgalati modszert végezhetiink.

18.1. Visszatekint6 (eset-kontroll) vizsgalat

Ez a gyakoribb €s egyszeriibb vizsgalati modszer, amelynek elvégzése példaul
korabbi korlapok adatai, tovabba kérddiveken feltett kérdések valaszai, valamint
mar elvégzett orvosi vizsgalati eredmények alapjan is torténhet.

Ilyen vizsgalatnal a betegek és nem betegek csoportjaban visszamendleg néz-
ziik meg annak esélyét, hogy egy rizikofaktor hatassal lehetett-e a betegség kiala-
kulésara (196. abra).

Példaként vegylink egy lehetséges konkrét vizsgalatot, amelynek célja az influ-
enza elleni véddoltisok eredményességének meghatdrozdsa. Elso 1épésként kiva-
lasztjuk az ,,eseteket”, azaz meghatdrozzuk azoknak a személyeknek a csoportjat,
akik influenzéban betegedtek meg az adott szezonban. A kivalasztas torténhet kér-
doéiv alapjan, de ezt laboratoriumi vizsgalattal is illik megerdsiteni. Masodik 1€pés-
ként kivalasztjuk a ,,kontroll” csoportot, olyan személyeket, akiknél az influenza
kimutatasara iranyul6 laboratoriumi vizsgalat negativ eredményt adott. Ezt koveto-
en mindkét csoportban meghatarozzuk az influenza elleni véddoltasban részesiiltek
szamat, majd ezeket a gyakorisagi adatokat a 195. tablazat szerint 6sszegezziik.

A megvalaszoland6 altalanos kérdés tehat az, hogy lehet-e a betegség kialaku-
lasdaban szerepet jatszo tényezd az adott rizikofaktor, nevezetesen az oltas elmu-
lasztasa?

Nullhipotézis: Hy: nincs dsszefiiggés a rizikofaktor jelenléte (az oltas elmulasz-
tasa) és a betegség kialakulasa kozott.

Hangsulyozzuk tehat, hogy ebben az esetben beteg és nem beteg embereket
valasztanak ki és 6ket osztjak tovabbi két csoportra, a rizikéfaktor megléte
vagy hidnya alapjan (197. tablazat).

beteg
rizikofaktor igen nem .
(védooltas elmulasztasa) (eset) (kontroll) osszesen
igen (nem oltott) a b atb
nem (oltott) c d ct+d
Osszesen a+tc b+d n=a+b+c+d

197. tablazat
Az influenza eléfordulasanak gyakorisagi adatai a nem oltottak és az oltottak kozott.

Ezutan meghatarozzuk a betegség esélyét mindkét csoportban (v6. 3.4. rész):

A betegség esélye a rizikofaktor megléte esetében: a/b.
A betegség esélye a rizikofaktor hidnya esetében: c/d.

Ezekbdl kiszamoljuk az esé¢lyhanyadost (OR, odds ratio):

/b d
OR=22_90 (160)

c/d bc
amely megadja, hogy hdnyszor nagyobb a betegség kialakuldisdanak esélye a
rizikdfaktor fennallasa, (azaz a véddoltas elmulasztisa esetén), mint annak hia-
nyaban, (azaz, ha a véddoltas beadasra keriilt). Ezek szerint amennyiben H,

igaz, akkor OR = 1.

Kovetkez6 1épésként meghatarozzuk OR konfidencia intervallumat. A szamitas
bonyolultsdga miatt (amit itt nem részleteziink) el6szor kiszamitjuk az In(OR)
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198. megjegyzés

Kohortoknak nevezziik az olyan embercsoporto-
kat (a ,.cohors” romai hadszervezeti egység
utan), amelyek valamilyen tulajdonsagukban
kozosek, és amelyeket hosszabb iddn keresztiil
szandékozunk megfigyelni, adataikat nyomon
kovetni.

l vizsgalat kezdete

199. abra
Az eldretekint6, kovetéses vizsgalat sémaja.

201. megjegyzés

a) A kovetéses vizsgalat, mint emlitettiik, évekig
is eltarthat, ezért igen koltséges. A hosszil id6
miatt 4ltalaban nagyobb elemszdmmal kell dol-
gozni az esetleges kiesések kompenzalasara.
Viszont abban az esetben, amikor a rizikofaktor
eléfordulés ritka, gyakorlatilag csak ez a méd-
szer alkalmazhato, mert visszatekintéses esetben
nehezebb biztositani a megfeleld nagysagu
gyakorisagi értékeket.

b) Az ilyen tipusu gyakorisagi adatok természe-
tesen y 2 -probaval is feldolgozhatoak. Ezért
felmeriil a kérdés, hogy akkor miért hasznaljak
mégis ezeket a modszereket? Az itt bemutatott
eljarasoknak az az elénye, hogy a y”-probaval
szemben, ahol valdjaban csak a p érték érdekel
benniinket, itt a dontéshez egy-egy jellemzd
szamszerd érték is rendelheté (OR, RR a hozza-
juk tartoz6 hibaval egyiitt), amely a kockazat
mértékérdl is felvilagositast ad.
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standard hibajat az alabbi 0sszefiiggés szerint:

SE(InOR) = l+1+l+l. (161)
a b ¢ d

5%-os szignifikancia szint valasztasa esetén InOR konfidencia intervallumat a
standard hibaja +1,96-szorosaval jeldlhetjiik ki: InOR £1,96 SE(InOR) (v6. 115.
megjegyzés). (A visszatranszformalas elvégzése utan az OR konfidencia inter-
valluma OR-re nézve mar nem szimmetrikus.) Ha ez az intervallum magaba
foglalja az 1 értéket, akkor megtartjuk a nullhipotézist, ilyenkor azt mondhat-
juk, hogy a betegség esélyét nem noveli az adott rizikdfaktor; ellenkezé eset-
ben viszont elvetjiik a nullhipotézist (az adott szignifikancia szinten).

18.2. Eléretekintd, kovetéses (kohort) vizsgalat

Ebben az esetben példaul 18 éves egészségesnek mindsitett személyek csoport-
jat (198. megjegyzés) tovabbi két csoportra osztjuk a rizikéfaktor megléte, illetve
hidnya alapjan. A két csoportot hosszabb idén keresztiil (akar tobb éven at) megfi-
gyeljiik, majd a vizsgalat végén a két minta gyakorisagi adatait a 195. tablazat sze-
rint 0sszegezziik. Ilyenkor tehat a visszatekintd vizsgalattal ellentétben, a vizsgalat
kezdetén még nem tudjuk, hogy ki beteg és ki nem (199. abra).

Példaként ismét vegyiink egy lehetséges konkrét kérdést: Mekkora kockdzatot
Jjelent a dohdnyzas (mint rizikofaktor), a szivinfarktus (mint betegség) kialakula-
sa szempontjabol?

Nullhipotézis: Hy: nincs dsszefiiggés a dohanyzas és a szivinfarktus kialakulasa
kozott.

A vizsgalando személyek két csoportra osztasa most a dohdnyzds, nem do-
hdnyzas szerint torténik. Adott id6 elteltével, mondjuk 10 év milva meghata-
rozzuk az infarktus el6fordulési gyakorisagat a két mintdban, majd ezeket az
adatokat beirjuk a tablazatba (200. tablazat).

beteg (infarktus)
rizikofaktor . j
(dohanyzik) 1gen nem Osszesen
igen a b a+b
nem c d ctd
Osszesen a+c b+d | n=a+b+c+d

200. tablazat
Az infarktus eléfordulasi gyakorisaga a dohanyzok és nem dohanyzok kozott (tiz év elteltével).

Ezutdn meghatarozzuk a kockazat mértékét mindkét mintaban:

A kockazat mértéke a dohdnyosok kozott: a/(a+b).
A kockazat mértéke a nem dohdnyzok kozott: c/(c+d).

Ezekbdl kiszamitjuk a relativ kockazatot (RR, relative risk):
R al(a+b) _ a(c+d)
cllc+d) cla+b)’
amely megadja, hogy hdnyszor gyakoribb a szivinfarktus (altalanosan az adott
betegség) kockazata a dohdnyzok korében (vagy altalaban a vizsgalt rizikofak-

tor fennallasa esetén), mint a nemdohanyzoknal (vagy a rizikofaktor hianya-
ban). Amennyiben H, igaz, akkor RR = 1.

(162)

Az el6z6khoz hasonloan kiszamitjuk az In(RR) érték standard hibajat:

—a/(a+b)+l—c/(c+d)
a c ’

1
SE(InRR) :J (163)
majd szintén meghatarozzuk a megfelel6 konfidencia intervallumot. Ha ez tar-
talmazza az 1 értéket, akkor megtartjuk a nullhipotézist, ami azt jelenti, hogy
nincs Osszefliggés a dohanyzas €s a szivinfarktus kialakulasa k6zott (az adott
szignifikancia szinten). Ellenkez6 esetben pedig elvetjiik a nullhipotézist (201.

megjegyzés).



(x) egészséges

A o
(x) egészséges

A
f(x)

g
202. abra

A diagnosztikai teszt alapjaul szolgaldé mennyiség
(x) tipikus sirtiségfliggvényei, flx) (pontozott
vonal).

a) Az egészségesekre és betegekre jellemz6 érté-
kek jol elkiiloniilnek.

b) Az elkiiloniilés csak részleges.

¢) A két csoport teljes atfedésben van.

203. megjegyzés

A 202. abra azt az esetet mutatja, amikor az x
mennyiség ,kozépértéke” a betegekre nézve
nagyobb, mint az egészségesekre. Mivel a lé-
nyeg az eltérésen van, ezért lehetne kisebb is, de
ez a lehet6ség a tovabbiakat tartalmilag nem
érinti.

204. megjegyzés

A tobbféle lehet6ség koziil a félreértések elkerii-
lése végett a ,,valodi pozitiv” (V+), ,,valodi nega-
tiv® (V) L4l pozitiv”® (4+), ,al negativ’ (4-)
elnevezéseket hasznaljuk. (A ,helyes”, a
Hhelytelen”, a ,hamis” szavak ugyanazzal a
betiivel kezd6dnek, igy hasznalatuk roviditésben
nem lenne szerencsés.)

X
+—>

O
* pozitiv

valodi

al
pozitiv

egészséges

valodi

pozitiv

al
negativ

205. abra

A diagnosztikai tesztek jellemzésére hasznalhato
alap valoszinliségek (a stiriségfiiggvény alatti
tertiletek). A stiriségfiiggvény definicidja alapjan
itt (V=) +(A+H) +(A)+(+) = 1.

18.3. Diagnosztikai tesztek jellemzésére szolgalo
statisztikai médszerek

Az orvosi statisztikdnak egy masik fontos teriilete a diagnosztikai tesztek vizs-
galata, illetve hasznalhatésdguk jellemzése. Gondoljunk egy olyan modszerre,
amely azon alapul, hogy mondjuk egy folytonos skalan mérheté mennyiség, példa-
ul valamilyen anyag koncentracioja eltérd az adott betegségben szenveddk
(betegek) és ebben a betegségben nem szenvedok (nem betegek, egészségesek)
csoportjaban. Ilyen esetben az egészségeseket és a betegeket is tartalmazd alapso-
kasagra nézve az adott x mennyiségnek, mint valosziniiségi valtozonak az f{x) sii-
riségfliggvénye jol szemlélteti az adott betegségnek ezt a jellemzdjét. A 202. abra
a két csoport elkiiloniilésének harom alaptipusat mutatja be: a ,.teljes”, és a részle-
ges elkiiloniilés mellett azt az esetet, amikor elkiiloniilésré]l mar nem beszélhetiink
(teljes atfedés) (203. megjegyzés).

A ,teljes” elkiiloniilés (202a. abra) csak igen ritkan fordul eld, ilyenkor a teszt
gyakorlatilag egyértelmli eredményre vezet, tovabbi vizsgalatot nem is igényel.
Teljes atfedés esetén (202c. abra) a teszt hasznalhatatlan, emiatt ezzel nem is fog-
lakozunk.

Leggyakrabban részleges elkiiloniiléssel (202b. abra) talalkozunk, ami a teszt
szempontjabol tovabbi kérdéseket vet fel. A legfontosabb kérdés az, hogy hol huz-
zuk meg a hatart, azaz mekkora az a kritikus érték (x;,.), amely f616tt (vagy alatt)
a tesztet pozitivnak (vagy negativnak) tekintjiik.

A probléma hasonlé a H, nullhipotézis és a H; alternativ hipotézis elkiilonité-
séhez (v6. 137. abra). Ugyanugy, ahogy a nullhipotézis elvetésekor mindig sza-
molnunk kell az elséfaju hibaval, elfogadasakor pedig a masodfajuval, a diagnosz-
tikai tesztek esetében is fliggetleniil attol, hogy a teszt eredménye pozitiv vagy
negativ, a diagndzis lehet helyes (igaz, valodi), de helytelen (téves, hamis, al) is
(204. megjegyzés). Egy téves teszteredmény alapjan végzett terapia belathatatlan
kovetkezményekkel jarhat. Tobbek kozott ezért végez az orvos tdbbféle vizsgala-
tot is ugyanannak a koros elvaltozasnak a felderitésére. Ennek ellenére igen fontos,
hogy munkéja soran mindig tisztaban legyen azzal, hogy egy adott teszteredmény
valdjaban mire ad valaszt, és az mennyire jelentds az adott betegség kimutatasa-
ban, illetve mennyire bizhat meg a kapott eredményben.

A jobb szemléltetés kedvéért a 205. abra segitségével 0j abrazolasmoédra tériink
at. A vizszintes tengely folott csak az egészségesekre vonatkozo siirliségfliggvény,
alatta pedig (tiikkrozve) csak a betegekre vonatkozé surliségfliggvény lathatd. A
fiiggbleges tengely a diagnosztikai teszt alapjaul szolgaldo mennyiség kritikus érté-
kén (x;,) halad keresztiil. Ez a tengely valasztja ketté a teszteredményeket negativ-
ra és pozitivra. Amennyiben a kritikus értéket megvaltoztatjuk, ezzel egyiitt a szi-
nes teriiletek nagysaga is valtozik.

Az elméleti hattér utan térjiink ra a gyakorlati kérdésekre. Nyilvanvalo, hogy
mindegyik tesztmodszert még a széleskorii bevezetése elott ssze kell hasonlitani a
,valosaggal”. No, de honnan tudjuk a ,,valédi” eredményeket? Erre azt mondhat-
juk, hogy vannak elég egyértelmii esetek, amikor ismerjiik a valaszokat (ezek néha
csak a boncolas eredménye alapjan allapithatok meg), tovabba vannak olyan, leg-
tobbszor igen koltséges, de nagyon nagy megbizhatosagu tesztek, amelyek segitsé-
gével hozzéjuthatunk a sziikséges adatokhoz. Mindezek alapjéan a tesztet elég nagy
mintan elvégezve el tudjuk késziteni az aldbbi 206. tablazatot, amely a lehetséges
kimenetelek gyakorisagat mutatja be:

Diagnoézis A teszt eredménye
A valosagban negativ pozitiv Osszesen
egészséges E=(V2)+(44)
(4-) (4
ey (al negativ) B4+
osszesen | () =(V)+(A4-) | (D) =(AH)+(V+) | O=(V-)+(AH)+(A)+(V+)

206. tablazat ) )
A teszt lehetséges kimeneteleinek gyakorisaga, vagyis a (V-), (4+), (4-), (V+) mennyiségek valamint a
kozottik 1évo egyszeri osszefuiggések.
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207. abra

A diagnosztikai paraméterek szemléletes jelentése
a 205. abra alapjan.

a) Diagnosztikai szenzitivitas;

b) Diagnosztikai specificitas;

c) Diagnosztikai relevancia;,

d) Diagnosztikai szegregancia;

e) Diagnosztikai effektivitas.

208. megjegyzés
Tovabbi, ritkdbban hasznalt diagnosztikai para-
métereket képezhetiink a mar megadottak alap-
jan:
(1 —Se) = (4-)/B: alnegativ arany; (P(-|B)),
(olyan, mint a masodfaji hiba);

(1 = Sp) = (4+)/E: alpozitiv arany; (P(+E)),
(olyan, mint az elséfaju hiba);

(1= Ppv) = (A+)/(+):
téves figyelemfelkelt arany; (P(E[)),

(1 =Npv) = (A
téves megnyugtatasi arany; (P(B}-)).
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Kérdés: Mennyire megbizhato a teszt eredménye?

Erre a kérdésre nem adhatd egyértelmi valasz, pontosabban tobbféle valasz is
adhatd. A valaszokat a diagnosztikai paraméterek szamszerien is jellemzik. Ezek
kozil némelyek fliggetlenek attdl, hogy a betegségnek milyen az elterjedtsége,
mennyire gyakori az adott populdcidoban, de vannak olyanok, amelyek ettdl erésen
fiiggenek. Ezért eldszor errdl ejtiink néhany szot.

Az elterjedtség, idegen szoval prevalencia (Pr) gyakran hasznalt fogalom,
amely a teszttdl fliggetleniil az adott betegség eléfordulasanak valdszintiségét adja
meg (a 202. abran a piros teriilet nagysaga). Amennyiben csak gyakorisagi adatok
allnak rendelkezésiinkre, akkor ezt az értéket a relativ gyakorisaggal kozelithetjiik
(a 206. tablazat jeloléseinek megfelelden):

Pr= B/(E+B) = B/O. (164)

A teszt megbizhatdsagara jellemz6 paraméterck sorat a diagnosztikai szenziti-
vitassal (vagy érzékenységgel) kezdjiik (207. abra). Ez a paraméter valojaban egy
feltételes valosziniiség (P(+|B)), azt adja meg, hogy amennyiben csak a betegek
csoportjaban vizsgilodnank, mekkora a val6sziniisége a pozitiv tesztered-
ménynek. Mas szavakkal annak a valoszinilisége, hogy a teszt egy beteget pozitiv-
nak is diagnosztizal. Gyakorisagokkal kifejezve (a valodi pozitivok aranya a bete-
gek kozott):

Se = (V+)/B. (165)

A nagy szenzitivitast tesztek a korai diagnozis soran kivanatosak, ilyenkor ugya-
nis az a cél hogy a lehetd legtobb esetben deriiljon ki a betegség. Ez a paraméter az
egészségeseket egyaltalan nem veszi figyelembe (a prevalenciatol fiiggetlen),
emiatt a nagy szenzitivitasu kritikus érték mellett a legtobb esetben igen sok az al
pozitiv (4+) teszteredmény is.

A diagnosztikai specificitds a szenzitivitas forditottja, szintén egy feltételes
valosziniiség (P(—|E)), azt adja meg, hogy amennyiben csak az egészségesek cso-
portjaban vizsgalodnank, mekkora a valésziniisége a negativ teszteredmény-
nek. Vagy annak a valdsziniisége, hogy a teszt egy nem beteget (egészségeset)
negativnak is diagnosztizal. Gyakorisagokkal kifejezve (a valodi negativok aranya
a nem betegek kozott):

Sp = (V-)/E. (166)

A magas specificitasu tesztek akkor fontosak, ha a pozitiv eredmény sulyos kovet-
kezménnyel jar. Példaul kockéazatos terapiat vagy miitétet von maga utan. Mivel a
prevalenciatol ez a paraméter is fiiggetlen és a betegekkel nem is szamol, a ma-
gas specificitassal legtobbszor egyiitt jar a sok al negativ (4—) teszteredmény is.

Bar a szenzitivitas és a specificitas is fontos jellemzdi egy tesztnek, talan még
fontosabb az, hogy egy pozitiv teszteredmény alapjan milyen mértékben valdszi-
niisithetd a betegség megléte, illetve negativ eredmény alapjan annak hianya.

Ezekrol a kovetkezd paraméterek adnak szamot:

A diagnosztikai relevancia (mas néven korrekt pozitivitas), angol neve alapjan
roviditve Ppv (positive predictive value ) a valodi pozitiv eredmény (vagyis a be-
tegség meglétének) valosziniisége azzal a feltétellel, hogy a teszt pozitiv (P(BJ+)).
Gyakorisagokkal kifejezve (a valdban betegek aranya a pozitivok kozott):

Ppv = (VH+). (167)

A diagnosztikai szegregancia (mds néven korrekt negativits), angol neve alap-
jan roviditve Npv (negativ predictive value) a valddi negativ eredmény (vagyis a
betegség hidnyanak) valdsziniisége azzal a feltétellel, hogy a teszt negativ
(P(El-)). Gyakorisagokkal kifejezve (a valoban egészségesek aranya a negativok
kozott):

Npv = (V=)

A diagnosztikai effektivitas (mas néven korrekt klasszifikacio) annak a valoszi-
niisége, hogy a teszt helyesen diagnosztizal (a betegeket pozitivnak, az egészsége-

seket negativnak). Gyakorisagokkal kifejezve (a valodi negativok és a valddi pozi-
tivok egylittesének ardnya a teljes populacioban):

De = [(V+) + (V)]/O.

(208. megjegyzés) (168)

(169)



209. abra

A kritikus érték (x;.) megvélasztasanak lehetséges
szempontjai:

1)Se~1;

2)Sp=~1;

3) De = maximum.

Mintafeladat

Ez utébbi harom paraméter (Ppv, Npv, De) mar fiigg a prevalenciatol és ki is
fejezhetdk az el6zdekkel:

Npv=— Sp-(1-Fr) , (170)
p - (1—Pr)+(1—Se)- Pr

Ppv= Se-Pr ’ (171
Se-Pr+(1-Sp)-(1-Pr)

De=Se-Pr+Sp-(1-Pr) (172)

Az itt megismertetett 10 paraméter koziil csak 3 fiiggetlen egymastol.
(Néhanyat csak kifejezé neve miatt vezettiink be: példaul ,téves figyelemfelkeltd
arany”.) Azt varjuk azonban tdliikk, hogy segitenek abban, hogy a teszt céljainak
leginkabb megfeleld kritikus értéket (x;.) megtalaljuk.

Lathattuk, hogy a szenzitivitas (Se) és a specificitas (Sp) x;- megvaltoztatasara
éppen ellentétesen valtozik, ha nd a szenzitivitas akkor csokken a specificitas és
forditva. Emiatt harom lehet6ség koziil valaszthatunk (209. abra):

1. Se legyen kozel 1, de Sp se legyen azért tilsagosan kicsi. Hasznalata elso-
sorban a szlir6vizsgalatok esetében kivanatos, ugyanis ilyenkor kevés beteg
marad felismerés nélkiil, azaz praktikusan minden gyanus esetet kiszlirlink. A
pozitivokat még tovabb vizsgaljuk a terapia megkezdése eldtt.

2. Sp legyen kozel 1, de Se is maradjon szamottevd. Hasznalata els6sorban a
komolyabb veszéllyel jard beavatkozasok elétt fontos. Ilyenkor a cél ugyanis
az, hogy ne tegyiik ki felesleges kockazatnak a nem beteg embereket.

3. Mindkét paraméter (Se és Sp) egyidejii optimumat a diagnosztikai effektivi-
tas (De) méri. Ha mindkét szempont egyforman fontos (legyen elég érzékeny a
teszt, de lehetdség szerint nem betegeket ne mindsitsen pozitivnak), akkor ezt
a paramétert kell maximalisra allitanunk x;, megvalasztasaval.

A paraméterek definicidjabol adédodan a relevancia (Ppv) és a szegregancia
(Npv) is ellentétesen valtozik, ha xj-t valtoztatjuk. Ilyen értelemben akar azt is
mondhatnank, hogy éppen gy, mint a szenzitivitds (Se) és a specificitas (Sp).
Megfigyelhettiik azonban, hogy egyaltalan nem mindegy, hogy példaul a pozitiv
teszteredményt produkalok kozott keressiik a betegeket, vagy a betegek kozott a
pozitiv teszteredményt produkalokat. Mint mar emlitettiik, vannak ugyanis a be-
tegség elterjedtségétdl (prevalenciatol, Pr) fiiggetlen, illetve attdl fiiggd paraméte-
rek. Mig Se, Sp Pr-tdl fiiggetlen, Ppv, Npv Pr-t6l fliggd paraméter.

Mutassuk meg, hogy a relevancia (Ppv) és a szegregancia (Npv) hogyan valtozik a prevalencia (Pr) megvaltozasaval!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a populaciora jellemz6 ,,mért” gyakorisagok (a 206. tablazatnak megfelelden) a kdvetkezok:

(0)=100](+)=100] 6=200

Ez azért célszerti valasztas, mert ilyenkor Pr = 0,5; (a betegek és nem betegek
aranya megegyezik), az Se = Sp = Ppv = Npv = De diagnosztikai paraméterek pe-
dig mind azonosak (0,9), tehat Ppv = Npv = 0,9 is (v0. 207. abra).

Ha olyan populacioval van dolgunk, ahol Pr = 0,1 (tehat csak 10% a beteg), akkor ezt példaul a kdvetkezd gyakorisagok idéz-
hetik eld, amelyek meghatarozasakor iigyeltiink arra, hogy a prevalenciatol fliiggetlen paraméterek nem valtozzanak meg:

()=820]()=180] 6=1000

Lathatjuk, hogy ilyenkor az Se = Sp = De paraméterek tovabbra is azonos értéken
maradnak (0,9), de a relevacia és a szegregancia megvaltozik Ppv = 0,5;
Npv=0,99.

Az alacsony prevalencia tehat lényegesen alacsonyabb relevanciat, tovabbd magasabb szegreganciat eredményez.

A mintafeladat éppen arra vilagit ra, hogy amennyiben a prevalencia (Pr) na-
gyon alacsony (tehat ritka betegségek esetén) hidba érhetd el magas szenzitivitas
(Se) és magas specificitas (Sp) egyszerre, ett6l a relevancia (Ppv) még alacsony
marad, ami azt jelenti, hogy a betegség kimutatasara egy ilyen teszt elvégzésének
nincs sok értelme. A szegregancidra (Npv) vonatkozdan a megallapitas éppen for-
ditva igaz, ott a tul nagy prevalencia teszi értelmetlenné a teszt elvégzését, ugyanis
ilyenkor kapunk nagyon alacsony szegreganciat.
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210. megjegyzés

A ROC a Receiver Operating Characteristics
roviditése (jelentése kb. a vevoegység mikodé-
sét jellemzo gorbe). A fogalom az 1950-es évek-
ben a radarjelek feldolgozasaval kapcsolatosan
keriilt a koztudatba (a radarvevok érzékenységé-
nek és szelektivitasanak beallitasdéhoz hasznal-
tak). A modszert késobb atiiltették osztalyozasi,
rangsorolasi problémak kiértékelésére. Nagyja-
bol az 1970-es évektdl alkalmazzak széles kor-
ben orvosi diagnosztikai tesztek elemzésére.

Sp

0
14
Se 1-Se
0 >
1-Sp 1
211. abra

A ROC ,,gorbék” (néhany lehetséges valtozat). A
kék és a piros gorbe alatti teriilet megegyezik.

N A

1-Sp

212. abra

A 211. abra két azonos teriiletli ROC ,,gérbéje”.
Az 4bran szaggatott vonallal jeloltik a
prevalenciatol (Pr) fiiggetlen kiilonb6z6 diagnosz-
tikai effektivitasu (De) pontokat (egyenes).

Az abran kék illetve piros pontozott vonallal
feltintettiik a két kiilonbozé prevalenciaji
(Pr =0,25; Pr = 0,75), de azonos diagnosztikai
effektivitasu (De = 0,85) egyenest is.
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18.4. A diagnosztikai tesztek 6sszehasonlitasanak szempontjai,
a hatékonysag jellemzése, ROC elemzés

Amig csak egy diagnosztikai tesztet vizsgalunk, addig az el6z6 részben ismer-
tetett diagnosztikai paraméterek is jol jellemezik a teszt teljesit6képességét, azaz,
hogy mikor és mennyire hasznalhaté az adott betegség kimutatasara. Ilyenkor a
ROC ,,gorbét” csak a teszteredmények szemléletes bemutatasara hasznaljuk (210.
megjegyzés). A ROC elemzés azonban elssorban tobb diagnosztikai teszt dssze-
hasonlitasara vald, amikor ugyanazon betegség diagnosztizalasara tobbfajta teszt
eredményei ismertek, és azt kell megmondanunk, hogy melyik a hatékonyabb
modszer, illetve melyiknek mikor javasoljuk a hasznalatat.

A ROC ,,gbrbe” minden pontja egy (szenzitivitas; specificitas) (Se; Sp) pont-
par, amely adott x;,-hez tartozik. A gorbét az egységnégyzetben szokas abrazolni
(211. abra). A koordinatarendszer vizszintes tengelyén az (1 —Sp)-t, a fiiggdleges
tengelyén az Se-t jelenitik meg. (A négyzet jobb oldalan feltlintetheték az (1 —Se)
értékek, a felsé oldalan pedig az Sp értékek is.) A kiilonbozo tesztek az adott gor-
bék egymashoz vald viszonyitdsa és az egységnégyzetbeli elhelyezkedésiik alapjan
hasonlithatok dssze.

A teszt diagnosztikai hatékonysagat a ROC gorbe alatti teriilet nagysagaval
szokas kifejezni. Ez az érték csak akkor maximalis (=1), amikor a teszt a betegeket
és az egészségeseket ,.teljes” mértékben elkiiloniti (vo. 202a. abra). A diagnoszti-
kai hatékonysag megitélésénél azonban figyelembe kell venni a ROC ,,gorbék”
alakjat is, mivel két gorbe alatti teriilet akkor is lehet azonos, ha maguk a gorbék
Iényegesen eltérnek egymastol (vo. 211. abra). A kérdés az, hogy ilyenkor milyen
elvek szerint jarjunk el, melyik ROC ,,gorbével” jellemzett tesztet valasszuk.

Mint korabban emlitettiik, de a (172) Osszefliggésbdl is kideriil, hogy a diag-
nosztikai effektivitas (De) altalaban a prevalenciatdl (Pr) is fligg. Azonban azokra
a De értékekre, amelyekre az Se = Sp egyenldség teljesiil:

Se = Sp = De, Pr-t4l fiiggetleniil. (173)

Ezeket a pontokat a 212. abran a szaggatott vonal (egyenes) szemlélteti.
Ugyancsak a (172) dsszefiiggésbdl meghatarozhatjuk az azonos diagnosztikai ef-
fektivitasu (De) pontok altal meghatarozott gorbéket is:

Se = (1-Sp)+(—De

%

y=ax+b

(174)

Amint lathatd ezek a ,gorbék” is egyenesek és meredekségiik (a) csak a
prevalenciatol fiigg. Ezek szerint adott prevalencia esetén az azonos diagnosztikai
effektivitasu pontok mindig egy olyan egyenesen helyezkednek el, amelyik keresz-
tiil halad a (173) Osszefliggéssel megadott egyenes adott De-vel jellemzett pontjan
is.

Mindezek ismeretében az azonos ROC ,,gérbe” alatti teriilettel jellemzett tesz-
tek kozil azt célszert kivalasztanunk, amelyikhez a legnagyobb diagnosztikai ef-
fektivitas (De) tartozik. A 212. abran azt szemléltettiik, hogy alacsony prevalencia
esetén a kék, mig magas prevalencia esetén a piros gorbével jellemzett teszt jelenti
a jo valasztast.

19.0. Néhany 6sszegz6 megjegyzés

A statisztika rész végén Osszefoglalasképpen két tablazatot mutatunk be. Az
egyikben a visszatekintd és az eldretekintd vizsgalatokat hasonlitjuk dssze, a ma-
sikban a korabbiakban mar ismertetett statisztikai probakat szemléltetjiik. Mivel a
probak igen sokféle szempont szerint csoportosithatok, nem tudunk altalanosan
elfogadott, atfogo képet adni réluk, igy a bemutatott verzid csak egy a lehetséges
tablazatok koziil. A félreértések elkertilése végett fontos hangstlyoznunk, hogy ez

s

juk (vo. 13. rész).



Visszatekinto (retrospektiv) Eléretekinto (prospektiv)

(eset-kontroll) vizsgalat kovetéses (kohort) vizsgalat
A kivélasztott egyedek megkii- beteg — nem beteg a rizikéfaktor megléte — hidnya
16nboztetésének alapja (optimalisan 50-50%) (a kohorton beliil)
(de egyébként hasonlo osszetétell (optimalisan 50-50%)
csoportok)

A vizsgalat tulajdonsagai egyszert, olcso, azonnali; draga, hosszadalmas;

ritka betegségek esetén is hasz- ritka betegségek esetén nem,

nalhat6 de ritkan el6forduld rizikdfaktorok

esetén hasznalhatd

esélyhanyados (OR, odds ratio) | relativ kockazat (RR, relative risk),
(ritka betegségeknél RR ~ OR, igy
RR eredeti jelentése elvész, ezért a
modszer ilyenkor nem hasznalhato)

Jellemz0 szamszert érték

213. tablazat
A visszatekintd és az eléretekintd vizsgalatokat Gsszevetése.

nem
fol
o ytonos folytonos
normalis nem normalis
szimmetrikus nem szimmetrikus
=)
t \
varhato ;
érték
ANOVA
cgy median h\
vagy
tobb ;(2
valtozo variancia
F
eloszlas -
illeszkedés 7
eloszlas X
homogenitas 7
korrelacios
. , t
legalabb |__egyiitthato
két regresszios
. t
valtozd meredekség
fiiggetlenség F e
egymintas
kétmintas

kettonél tobb mintas

rang m

214. tablazat
A statisztikai probak attekintése.



215. megjegyzés

a) Az ,informacio” szo a latin ,,informo” igébdl
szarmaztathato. Fonévi igenévként hasznalva
iinformare”, amelynek jelentése: formalni az
anyagot és az értelmet filozofiai, moralis és
pedagogiai értelemben (vagyis oktatni, nevelni).
Az ,jinformatio” az a fénév, amely erre a folya-
matra utal és utal az ehhez kapcsolédo fogal-
makra is, foként a ,forma” fogalmara, amely
ugy szerepel, mint a lehetdség a tudasra.

b) Az informatikusok szakmai kozosségében a
két alapfogalom, az adat és az informacid viszo-
nya szerzénként eltéré. Az egyik megfogalmazas
szerint az informaciéo az adat részhalmaza, a
masik szerint a rész-egész viszony pont forditott.
Mindkét megkozelitésben a kozds vonas az,
hogy az informacié olyasvalami, amely a befo-
gadd szamara jelentéssel bir, tovabba fontos,
illetve értékes lehet.

216. megjegyzés

A szamitastechnika az informatika egyik részte-
riillete, amely egy konkrét eszkozrendszerre
vonatkozoan végzi ugyanezeket a feladatokat.

217. példa

Képzeljiik el azt az esetet, hogy loversenyen sze-
retnénk fogadni TET-re, azaz azt kell megmonda-
nunk, hogy az adott versenyben induldo lovak
koziill a futam végén melyik 16 lesz az els6.

Amennyiben a lovakrol semmiféle ismerettel nem
rendelkeziink, akkor csak azt tehetjiik, hogy az
egyiket véletleniil kivalasztjuk és arra fogadunk.
Ilyenkor ha mondjuk 9 indulé van a futamban,
akkor P = 1/9 annak a valdszinlisége, hogy nye-
riink. Ha azonban a futam résztvevéirdl bizonyos
informacioval rendelkeziink, mondjuk ismerjiik a
futam aktudlis favoritjait, vagyis azokat az indul6-
kat, amelyek jo eséllyel végeznek az elsé helyen,
akkor ezt az informdciét felhasznalva mér csak
azok koziil kell véletleniil valasztanunk. Tételez-
ziikk fel, hogy az indulok kozétt 3 favorit van,
amelyek koziil barmelyik egyforman esélyes az
els6 helyre. Ilyenkor, ha az egyik favoritra foga-
dunk, nyerési esélyiink megnd és P = 1/3-ra mo-
dosul.

218. megjegyzés
A (177) Osszefiiggést a fizikdban hasznalt,
Boltzmann altal bevezetett entropiaval valo

szokas nevezni.
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20.0. Informatikai alapfogalmak

Az 1.0. bevezetd részben alapfogalomként az adatokat és a jeleket emlitettiik és
szandékosan keriiltiik az egyértelmiinek tiiné definiciokat, mivel j6 meghataroza-
sok nem is léteznek. Hasonlban jarunk el most is és csak annyit mondunk, hogy
akinek adatok vannak a birtokaban, az informacidval rendelkezik (215. megjegy-
z¢s). Az informéciét valamilyen mddon eld kell allitani, adott esetben meg kell
Orizni, tarolni kell, ismerni kell az értelmezését stb. Azoknak az eszkozoknek és
modszereknek az 0sszességét, amelyek minderre hivatottak, informaciotechnologi-
anak nevezziik. Azt a tudomanyagat pedig, amely a fentieknek megfeleld rendsze-
rek fejlesztési, iizemeltetési, elemzési kérdéseivel foglalkozik, informatikanak hiv-
juk (216. megjegyzés).

Az informaci6 sok esetben nem a keletkezési helyén keriil feldolgozasra, igy
azt altalaban el kell juttatni az egyik rendszerbdl a masikba. Az ezzel kapcsolatos
eljarasokat nevezziilk 6sszefoglald néven kommunikacionak. A kommunikacios
folyamatban legalabb két fél vesz részt: az informaciot k6zI6 (ado) és az informa-
ciot fogado (vevd). A kommunikacié csak akkor lehet sikeres, ha az adé altal ko-
z6lt informaci6 ugyanazzal a jelentéstartalommal jelenik meg a vevonél. Itt ismét
utalhatunk a bevezetében mondottakra: a kdzvetitok a jelek, tehat a kommunikacio
is jelekkel torténik. Ha beszéliink vagy leirunk valamit, jelsorozatokat hasznalunk.
Ezeket meghallgatva, elolvasva béviilhet a mar birtokunkban 1év6 informacié. Ezt
a boviilést, novekedést hasznalhatjuk fel az informacié mennyiségének meghataro-
zasahoz (217. példa).

A példabdl kideriil, hogy valamilyen 10j ismeret csokkenheti egy dontés bi-
zonytalansagat, novelheti a cél elérésének az esélyét. A birtokunkba jutd informa-
ci6 mennyiségét éppen annak a bizonytalansagnak, hatarozatlansagnak a mennyi-
ségével fogjuk mérni, amelyet az (j ismeret eloszlat, megsziintet (v6. 20.2. rész).

20.1. A megfigyelések, ,,kisérletek” hatarozatlansaga

Az egyszerliség kedvéért el6szor olyan megfigyeléseket tekintsiink, ahol sokfé-
le eredményt kaphatunk, de a kisérletek lehetséges kimenetelei egyforman valdszi-
niek. Ilyen esetekben elég egyértelmii, hogy a kisérlet kimenetele annal hatarozat-
lanabb, minél nagyobb a kimenetelek szama (k) (9 16 koziil nehezebb eltalalni a
nyerdt, mint 3 koziil). Amennyiben a H hatarozatlansdgot nem a kimenetelek sza-
maval, hanem annak logaritmusaval jellemezziik:

H=log, k, (175)

akkor ez tobbek kozott azzal az eldnnyel is jar, hogy egyetlen kimenetel esetén a
hatarozatlansag 0 (log, 1 = 0), amit értelemszertien varunk.

Ezek utan térjiink ra arra az esetre, amikor a kisérletek lehetséges kimenetelei
nem egyforman valoszintek. Jelolje 4; (i =1, 2, 3, ..., k) a kisérlet kimeneteleit és
P(A4;) az egyes kimenetelek bekovetkezéséhez mint eseményekhez tartozo valdszi-
nliségeket. Ezzel a jeloléssel a (175) Osszefiiggés akkor irhato fel, ha P(4,) = 1/k
(minden i-re). Az éltaldnositasra a kdvetkez6 1épéseken keresztiil juthatunk el:

1 1 1 1 1 1 1
H=log k=-log —=-k—log —=—|—log — |-| —log —|—...
N— B

k tagli 6sszeg
1/k helyére P(4;)-t irva:
k
H=-) P(4,)log, P(4,) (177)
i=1
amely egy megfigyelés hatarozatlansagat adja meg most mar altalanos formaban.
Lathato, hogy ez az Osszefiiggés valojaban egy varhato érték, a log, P(4;) mennyi-
ségek sulyozott atlaga (vo. (33), 218. megjegyzés).

A hatarozatlansag akkor maximalis, ha az &sszes P(4;) valoszinliség megegye-
zik. Bar ez a megallapitas altalanos érvényt, kétféle kimenetel esetén konnyen
szemléltethetd is. Ilyenkor ugyanis P(4,) = 1-P(4,) és H minden P-re egyszerlien
kiszamithat6. Az eredményt a 219. dbra mutatja be, ahol a szdmolast 10-es alapu
logaritmus hasznalataval végeztiik el (a = 10). J6l megfigyelhetd, hogy az dbran a
gorbe a P(4;) = P(A4,) = 0,5-nél éri el a maximumat, ahol H,,, = 0,3.



H

0,34

0,24

0,1

0,0 T T
0,0 0,5 1,0
P(A)

219. abra

A H hatarozatlansag két lehetséges kimenetelil
kisérletekben, az egyik kimenetel bekovetkezése
mint esemény (4;) valoszinliségének (p(4,)) figg-
vényében. A fliggvény 0,5-nél éri el a maximu-
mat, ahol H,,=-1g(1/2)=0,3 (vo. (177) Ossze-
fiiggés).

Mintafeladat

20.2. Informaciomennyiség

Az informacidomennyiség meghatarozasanak igénye elszor az iizenetek tovab-
bitasaval kapcsolatosan meriilt fel. Az informacidé ugyanis szubjektiv fogalom,
értelmezése és fontossaga fiigg annak befogadojatol. Példaul az ,.esik az es6é” kije-
lentést masként értékeli az, aki éppen sétalni indul, mint aki a kertjét akarta meglo-
csolni. Raadasul az adott informacioé fontossaga akar ugyanazon személy szamara
is valtozhat az id6vel. Ezért az informacié ,.eredeti” jelentése helyett kell egy
absztraktabb meghatarozas annak érdekében, hogy az informaciomennyiséget egy-
értelmiien tudjuk megadni. Ehhez az informacionak azt az altalanos tulajdonsa-
gat hasznaljuk fel, hogy bizonytalansigot, hatirozatlansiagot sziintet meg. A
hatarozatlansag folyamatos csokkenésére jo példa a barkochba jaték, ahol az a cél,
hogy kitalaljuk, éppen mire gondolt jatszotarsunk. Kezdetben fogalmunk sincs a
kigondolt valamirdl, de jo kérdések és az igen-nem valaszok eredményeként eljut-
hatunk a megoldashoz. Egy ilyen folyamatban ahogy csokken a hatarozatlansag,
ugy nd a birtokunkba jutd informacio.

Nem mindegy azonban, hogy egy iizenet milyen feltételek mellett jut tudoma-
sunkra. Példaul az a nem tul bébeszédl tavirat, hogy ,,a holnapi vonattal érke-
zem...”, sokkal tobb bizonytalansagot sziintet meg akkor, ha naponta csak két vo-
nat megy az adott telepiilésre, mint, ha mondjuk tiz. A bizonytalansag akkor sziin-
ne meg teljesen, ha egyértelmiien azonositani tudnank a vonatot. Ennek alapjan a
kovetkezokben informacion altalaban valamely véges szamu és elére ismert
lehetéség valamelyikének a megnevezését értjiik, ami nem mas, mint egy ese-
mény bekdvetkezése.

Példaként tekintsiik azt a ,,hamis pénz” problémat, ahol 9 kiilsére megegyezd pénzérme koziil kell kivalasztani a hamisat,
amelyik kdnnyebb a tobbinél, de csak egy olyan kétserpeny6s mérleg all rendelkezésiinkre, amely a stlyok kisebb-nagyobb

voltat, illetve egyenldségét tudja jelezni.

Megoldas: Els6 1épésben 3 darab harmas csoportbdl kett6t feltesziink a mérlegre. Ha az egyik serpenyd lebillen, akkor a ma-
sikban van a hamis pénz, ha egyensulyban marad, akkor a harmadikban, tehat abban a harmas csoportban van, amelyiket nem
tettiik fel a mérlegre. A kovetkezd 1épésben az el6z6 korben kivalasztott harmas csoportbol tesziink egy-egy érmét a két ser-
penydbe és ismét alkalmazzuk az el6z6 szabalyt. Ily modon két mérlegeléssel a hamis pénzt sikeriilt azonositanunk és ez az
eljaras mindig eredményre vezet (220. abra; 221. megjegyzés).

220. abra

Aba Samuel 9 darab eziist pénze kozott van egy
hamis. A kérdés az, hogy mennyi informaciod
sziikséges a hamis pénz megtalalasahoz, ha fel-
tessziik, hogy a hamis pénz mérhetden konnyebb a
tobbinél, (amelyek nagyjabol egyforma stlytak).

221. megjegyzés

Természetesen van olyan eset is, hogy akar egy
méréssel is sikeril a kivalasztas. Ha példaul 4-4
érmét tesziink a serpenySkbe és az éppen egyen-
sulyban van akkor nyilvanvaldéan a kimaradt
érme a hamis. Ha azonban a 4-4 érme nincs
egyensulyban, akkor akar tovabbi két mérésre is
sziikségiink lehet az azonositashoz.

Matematikai értelemben a mintafeladat megoldasakor el6szor a kilencelemii
alaphalmazt eldallitottuk 3 darab haromelemil diszjunkt részhalmaz unidjaként
(v0. 2.2. rész; (2), (3)). Amikor az els6 méréssel azonositottuk a haromelemii rész-
halmazok egyikét, akkor bekovetkezett az ,,ebben a harmas csoportban van” ese-
mény (A4;). Amikor a masodik méréssel ezen a részhalmazon beliil azonositottuk a
hamis pénzérmét, akkor bekdvetkezett a ,,harmas csoporton beliil ez a hamis pénz”
esemény (4,). Természetesen, ha valaki egybdl rabok a hamis pénzre, akkor beko-
vetkezik az ,,ez a hamis pénz” esemény (4). Ezek szerint 4 = 4; N A,. A beveze-
tendd 7 informécidomennyiségtdl elvarjuk, hogy nagysaga ne fiiggjon attél, hogy
milyen modon (egy vagy két 1épésben) hataroztuk meg, tehat ne legyen kiilonbség
akozott, hogy egybdl rabokiink a hamis pénzre, vagy a megoldasban leirtak szerint
hatarozzuk meg. Ebben az értelemben tehat / legyen additiv:

1(4) = I(4) + I(4), (178)

tovabba ko6tddjon az események valdszinliségéhez. Azt mar a l6versennyel kapcso-
latban is lathattuk, hogy nagyobb bizonytalansagot sziintetiink meg akkor, ha mind
a kilenc indul6 16 kozil talaljuk el a gy6ztest, mintha csak a hadrom favorit koziil
kellett volna ugyanezt tenniink. Ezek szerint egy valésziniibb eseményhez kisebb
informaciomennyiségnek kell tartoznia, mint egy kevésbé valdszinithoz. Ameny-
nyiben egy A esemény informacidmennyiségét az alabbi Osszefiiggéssel adjuk
meg:

1
I(A)=log ——=—1 A
(4)=log, o) og, p(4)

ahol p(4) az 4 esemény bekdvetkezésének valoszintisége, akkor az eldirt feltételek
teljesiilnek. Ezek koziil az 1/P(A4) alkalmazasa nem szorul kiilén bizonyitasra, a
(178) feltétel teljesiilését pedig a ,,hamis pénz” probléma kapcsan ellendrizhetjiik.
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222. megjegyzés

a) Az informaciomennyiség tovabbi egységei is
hasznalatosak, bar kevésbé elterjedtek:

1 nat = log,e bit = 1,44 bit (e-ed részére csok-
ken a bizonytalansag)

(natural unit = természetes egység).

1 hartley = log, 10 bit = 3,32 bit (tizedére csok-
ken a bizonytalansag)

(Ralph Vinton Lyon Hartley (1888 - 1970) ame-
rikai elektromérnok és informatikus neve utan);
b) A ,,bit” szot kicsit mas jelentéstartalommal az
adatmennyiség megnevezésére is hasznaljak (vo.
20.6. rész). Ez a ,binary digit” (binaris szam-
jegy) kifejezésbdl szarmazik, annak roviditése
(v0. 95. megjegyzés).

I(A)

[bit]
6
5
4 ]
3
2 lg
1 -—-—-—- I
0 v L 4 : .

0,0 0,25 0,5 0,75 1,0
p(A)
223. 4bra

Az A esemény egyedi informacidomennyiségének
bitekben kifejezett értéke (/(4)) mint a p(4) vald-
szinliség fliggvénye.

Mintafeladat

Tudjuk, hogy a hamis pénz megtaldlasanak valosziniisége 1/9. A mintafeladat
megoldasa szerint, mivel egy mérlegelésnek 3 kimenetele lehet, ezért 1/3 a valo-
szintisége annak, hogy az els6 1épésben megtalaljuk a hamis pénzt is tartalmazoé
harmas csoportot, majd szintén 1/3 a val6szinlisége annak is, hogy ezen beliil rata-
laljunk a hamis pénzre (feltételes valosziniliség). Ismerve a valoszintiségek szorzasi
szabalyat (v0. 4.1. rész; (14)), az informacidémennyiségekre igaz, hogy

1 11 1 1
—10g35=2=—log{g-g)=—10g3[§)—10g3(§j=1+1 =2, (180)

ami megfelel a (178) dsszefliggésben szerepld feltételnek.

Azt is lathatjuk, hogy az eredmény éppen a mérlegelések szamaval egyenld.
Altalanositva azt mondhatjuk, hogy ha 9 pénzdarabbol 2 méréssel tudtuk kivalasz-
tani a hamisat, akkor altalaban n = 3* pénzdarabbdl k méréssel, tehat ebben az eset-
ben log;3*=k adja meg az informéaciomennyiséget. Itt praktikus okokbol a 3-as
alapu logaritmust hasznaltuk, amit megtehettiink, hiszen a (179) 0sszefiiggésben ez
még nincs rogzitve, és altalanosan csak a-ként szerepel. Megallapodas szerint
azonban az informacidémennyiség skalajat definicio szerint ugy valasztottak meg,
hogy akkor legyen egységnyi az informaciémennyiség, ha felére csokken a bi-
zonytalansag, tehat /(4)=1, ha p(4)=1/2. Ez viszont csak akkor teljesiil, ha a = 2,
azaz 2-es alapt logaritmust hasznalunk, hiszen ilyenkor —log, (1/2)=1.

Az egység neve a bit, amely a ,binary unit” (kettes egység) roviditése (222.
megjegyzés). Példaul egy eldontendd kérdésre adott valasz informaciotartalma
akkor 1 bit, ha mindkét valasz egyforman valoszinti. Ezek utan feltéve azt a konk-
rét kérdést, hogy hany bit informaciora van sziikség egy adott véges halmaz vala-
mely tetszéleges elemének azonositasahoz, akkor erre a kdvetkezd Osszefiiggéssel
valaszolhatunk:

1(4) =—log, p(4) bit], (181)

ahol 4 jelenti azt az eseményt, hogy az adott elemet azonositottuk és p(4) az ese-
mény bekdvetkezésének valoszinlisége (223. abra).

Hany bit informaciora van sziikség ahhoz, hogy egy 32 lapos magyarkartya-pakli egyik kivalasztott lapjat barkochba jaték
keretében kitalaljuk. (A jatékszabaly ismert: csak olyan kérdést lehet feltenni, amire ,,igen-nem” valasz adhato.)

Megoldas: Legyen a kitalalando kartyalap a makk fels6. Nyilvanvaloan eljarhatunk ugy is, hogy sorra vessziik az dsszes kar-
tyat és akkor a 31. kérdés utan (a 32. mar nem kell feltenni) biztosan meg tudjuk nevezni a keresett lapot. Természetesen az is
lehetséges, hogy egybdl kitalaljuk, tehat az elsé kérdés utan. Azt mondhatjuk, hogy atlagosan 16 kérdéssel eljuthatunk a meg-
oldashoz.

Hatékonyabb modszerhez folyamodhatunk azonban, ha eldszor csak azt kérdezziik meg, hogy a lap ,,szine” mondjuk a ,,tok”
vagy ,,piros” lapok koziil valé. Erre a kérdésre kapott ,,nem” valasz utan ugyanis mar csak 16 kartyalap kozott kell keresniink
a megfejtést. Ismét felezhetjiik a szdba jovo kartydk szamat (8 kartyalap), ha a kovetkezd kérdésiink az, hogy a lap ,,szine”
,,z0ld”-e (nem). Ezutan megkérdezhetjiik, hogy talalhatd-e szam a lapon (nem), ezzel ismét feleztiik a lehetséges kartyak sza-
mat (4 kartyalap)... Ezt a médszert folytatva az 5. kérdés utan azonositani tudjuk a kitalalando kartyalapot. igy az el6z6 méd-
szerrel szemben csupan 5 kérdés elég volt az azonositashoz (v0. el6zé mintafeladat: két mérés). Mivel minden kérdés utan
felére csokkent a bizonytalansag, ez éppen 5 bitnyi informacidt jelent. Vagy masképpen p(A4) = 1/32, amelyet a (181) Ossze-
fiiggésbe helyettesitve szintén 5 bitet kapunk eredményiil.

20.3. Uzenetek informaciémennyisége

Az eddigiekben az egyes eseményeknek csak az egyedi informaciémennyisé-
gét tanulmanyoztunk. Célunk azonban, amint azt mar az el6z6 rész elején emlitet-
tiik, a tovabbitott lizenetek informaciomennyiségének jellemzése. Ezért most azt
vizsgaljuk meg, hogy hogyan all el egy lizenet.

224, megjegyzés Mindenekel6tt sziikségiink van egy jelkészletre, amely N kiilonb6zo jelet tartal-

A jelek egymasutanja reprezentalja az informa-
ciot. Az elrendezés lehet iddbeli, ilyenek példaul
a beszédhangok, de lehet térbeli is, ilyenek
példaul az iras betiii.
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maz (x;, j =1, 2, 3, ..., N) és ebbdl valasztunk ki n darab jelet az adott lizenet szi-
mara (224. megjegyzés). Azt is mondhatjuk, hogy matematikai értelemben a jel-
készlet egy ismert eloszlasu diszkrét valoszinliségi valtozo (&) Osszes lehetséges
kimenetelét jelenti, ahol p; = P(& = x;) annak a valoszinlisége, hogy a jelkészlet j-
edik elemét azonositottuk. Amennyiben a p; valoszinliségek megegyeznek, tehat



225. példa

A (182) 0sszefliggeés segitségével szamitsuk ki a
bazisharmasokra mint iizenetekre vonatkozo infor-
maciomennyiséget. Mivel az mRNS-ben mind a
négy bazis (A, U, G, C) eléfordulasa ugyanakkora
valésziniiségii, p; = 1/4, tovabba n =3, ezért:

1=-3log, (1/4) = 6 bit.

Claude Elwood Shannon (1916 - 2001) amerikai
matematikus és elektromérnok, az ,,informacio-
elmélet atyja”.

Mintafeladat

mindegyik jel ugyanakkora valésziniiséggel szerepelhet egy iizenetben (p; = 1/N
minden j-re), akkor az n jelbdl alkotott lehetséges lizenetek szama N”, ugyanis
minden egyes jel, fliggetleniil a tobbitél N jel koziil valaszthatd ki. Ha ennek a
mennyiségnek vessziik a 2-es alapu logaritmusat érdekes eredményre jutunk:

log, N" =nlog2N:—nlog2%=—nlog2 p;- (182)
A (181) osszefiiggéssel valo 0sszevetés utan lathatjuk, hogy a kapott mennyiség az
egyetlen jel azonositasdhoz sziikséges egyedi informaciomennyiség n-szerese,
bitekben kifejezve. Ilyen esetekben ezt tekintjiik az n jelbdl allé iizenet informa-
ciomennyiségének (/-nek) (225. példa). Az lizenet informaciomennyiségének
ilyen modon toérténd megadasa azért is praktikus, mert ez a mennyiség az iizenet
hosszaval (n-el) aranyos.

Felmeriil a kérdés, hogy miként jarjunk el abban az esetben, ha a p; valoszind-
ségek kiilonboznek egymastol. A (182) dsszefliggést latva elsére az egyedi infor-
mdcidmennyiségek (—log, p;) egyszerli 6sszegzése juthat esziinkbe. Ezzel a defini-
cioval az lenne a probléma, hogy az elébb emlitett (n és I kozotti) aranyossagot
elrontand, hiszen a kiillonb6z6 valoszinliségl jelek kiilonbozé gyakorisaggal for-
dulnak el6 az azonos hosszusagu iizenetekben. A megoldas Shannon nevéhez fii-
z0dik, aki a kdvetkezd javaslattal allt eld.

Meghagyva az iizenet informacidmennyiségének azt a tulajdonsagat, hogy az
egyes jelek altal hordozott egyedi informacidmennyiség valamilyen 6sszegz6désé-
bol adodik, elészor kiszamitjuk az egész jelkészletre vonatkozo jelenkénti kdzepes
informaciomennyiséget, azaz a varhato értéket, €s a tovabbiakban ezzel az atlaggal
szamolunk. Igy egy iizenet soron kovetkezd jelének atlagos hozzajarulasa az iize-
net informaciomennyiségéhez mindig:

N
1(&)==p,log, p, [bit] (183)

J=
ahol & az adott jelkészlethez tartozo, a p; valoszintiségekkel megadott eloszlasu
valdsziniiségi valtozd. Ezt a mennyiséget egy megfigyelés hatarozatlansagaval
vald formai hasonldsaga miatt Shannon-féle entropianak nevezziik (vo. (177); 218.
megjegyzés). Mivel 2-es alapu logaritmus hasznalata esetén / = H, a tovabbiakban
a szokasoknak megfeleléen ezt a mennyiséget is H-val jeloljiik.

Mennyi a Shannon-féle entrépidja az angol abécének?

Megoldas: A feladat megoldasahoz sziikségiink van arra az ismeretre, hogy az abécében szerepld 26 betli milyen gyakran
fordul eld az angol nyelvben. Az alabbi tablazatban ezt foglaltuk dssze:

E/1231% | O/7,94% | S/6,59% | L/4,03% | U/3,1% | M/2,25% | B/1,62% | K/0,52% | J/0,1%
T/9,59% | N/7,19% | R/6,03% | C/32% | P/2,29% | W/2,03% | G/1,61% | Q/0,2% | Z/0,09%
A/8,05% | 1/7,18% | H/5,14% | D/3,65% | F/2,28% | Y/1,88% | V/0,93% | X/0,2%

Ha ezeket az értékeket behelyettesitjiik a (183) dsszefiiggésbe, akkor 4,167 bitet kapunk eredményiil.

Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben minden betii azonos valészintiséggel fordulna elé (pj=1/26), akkor 4,7 bit lenne a
betlinkénti informaciomennyiség (vo. 223. dbra).

226. példa

Ha egy A esemény valosziniisége P(4)=p, de a B
esemény megfigyelése utan P(4|B)=g-ra modo-
sul, akkor ezzel
P(AIB)
P(B)
informaciémennyiséget nyeriink (vagy veszitiink).
Azt is érdemes megfigyelni, hogy fiiggetlen ese-
mények esetén ez a valtozas 0 (vo. (16)).

(~log, p)~(~log, ) =log, | =log,

A jelenkénti atlagos informaciomennyiség (183) és egy megfigyelés hatarozat-
lansaga (177) kozotti hasonlosag nem meglepd, hiszen az informacidomennyiség
bevezetésekor az informacidonak éppen azt az altalanos tulajdonsagat hasznaltuk
fel, hogy hatarozatlansdgot sziintet meg. A hatarozatlansagot tehat felfoghatjuk
ugy is, mint informacidhianyt. A két fogalom viszonyat jol szemlélteti a 226. pél-
da.

A 20.1. részben (kétféle kimenetel esetén) mar bemutattuk, hogy a hatarozat-
lansag akkor maximalis, ha a valdszintiségek megegyeznek (vo. 219. abra). Ugya-
nerre utal az angol abécére vonatkoz6 mintafeladat megjegyzése is, hiszen 7 = H.
Azt mondhatjuk tehat, hogy minden olyan jelkészletben, ahol az egyes jelek eld-
fordulasahoz tartoz6 valdsziniiségek kiilonbozéek, a jelenkénti atlagos informacio-
mennyiség nem érheti el a maximumat, azaz H < H .
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227. példa

Példaul, ha ismerjikk valakinek a nevét, akkor
legtobbszor azt is tudjuk, hogy az illetd férfi, vagy
né. Mégis sok kérddiven ki kell tolteni az erre
szolgalé rovatot is, hiszen csupan a név alapjan
nem mindig lehet egyértelmilen megallapitani a
nemet.

228. példa

Egy masik példaként idézziik fel a 19.2. rész ma-
sodik mintafeladatat. A megoldasbodl az deriil ki,
hogy a barkochbajatékban minden kérdés-felelet-
par maximalisan egy bit informaciot szolgaltathat.
Ezt tudva kidolgozhatunk egy optimalis stratégiat
a jaték lefolytatasara. Ha tehat helyesen kérde-
ziink, minden kérdéssel egy bit informaciét nyer-
ve, Ot kérdésre lesz sziikségiink a 32 lapos magyar
kartya egyik lapjanak kitalalasahoz.

Természetesen, ha rosszul kérdeziink, nem lesz
elegend6 az Ot kérdés. Vagy azért, mert kérdé-
stinkre egy bitnél kevesebb informaciot kapunk,
vagy azért, mert a valasz egy része mar benne volt
egy el6z6 kérdésre adott valaszban. A valasz
ebben az esetben is redundans, és végeredmény-
ben ilyenkor is kevesebb mint egy bit informaciot
tartalmaz.

230. megjegyzés

Ilyen jelrendszer példaul a Morse-abécé. Ez
olyan kommunikacios kod, amely szoveges
informaci6 atvitelét teszi lehet6vé valamilyen
csatornan keresztiil. A kommunikdcios eszkodz
egy adott idopontban vagy kikapcsolt (sziinet),
vagy pedig bekapcsolt (adas) allapotban van.
Maguk a Morse-jelek ezeknek az allapotoknak a
rovidebb-hosszabb idejii valtozasai. Ha meg
akarjuk jeleniteni ¢ket, akkor ezt tobb modon is
megtehetjiik. Kimondva vagy leirva példaul a , ti
-td” szavakkal, esetleg lerajzolva pontokkal és
vonalakkal (¢ —), de kozvetleniil is hallhatova
vagy lathatova tehetjikk sipszoval, illetve egy
villogtatott lampaval.

231. példa

Az egyik legismertebb hirkozl$ rendszer a radio.
Itt a forras a bemondo, az 6 hangja keriil megfele-
16 atalakitds utdn a radidado-berendezésbe. A
kodolas magaban foglalja mindazokat a folyama-
tokat, amelyek eredményeként a hangrezgések
modulélt radidhulldmokka alakulnak. A csatorna
szerepét a tovaterjedd radiohullimok jatsszék, a
vevo funkcidjat pedig a radidvevo berendezés latja
el. Ez utébbiban megy végbe a radiohullamok
hangrezgésekké valo visszaalakitasa, azaz a deko-
dolas. Az informacio felhasznaldja pedig a radio-
hallgato.
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20.4. Redundancia

Az elobbiek alapjan nyilvanvalo, hogy példaul egy hirforras jellemzésekor
kiilonbséget kell tenni a maximalis és tényleges entropia kozott. A kettd hanyado-
sat (H/Hyax-ot) relativ entropianak nevezziik. Ez a mennyiség olyasmi, mint vala-
mi hatasfok (,,hasznos/6sszes”), de az informatikaban gyakorlati okokbdl inkabb a
,,Jhaszontalan/0sszes” aranyt részesitik elényben:

R:HlnaX_HII— H
H H_~°

max max

(184)

amelyet redundancianak (magyarul terjengdsségnek vagy bobeszédiiségnek) ne-
veznek (227. példa).

Ha egy iizenet redundans, akkor kevesebb az informaciémennyisége, mint
amennyit a jelek szdima alapjan tartalmazhatna. A jelenség egyik oka, mint
korabban lathattuk, az, hogy a jelek el6forduldsi valdszinlisége nem egyenld.
Azonban akkor is csdkken az lizenet informaciémennyisége, ha a jelek kdzott va-
lamilyen 6sszefiiggés all fenn. Ha egy jel bekovetkezése fiigg az el6z0 jel bekdvet-
kezésétol — példaul a magyar nyelvben massalhangzd utan nagyobb valdszintiség-
gel kovetkezik maganhangzo és forditva (vo. 4.0. rész) —, akkor a jel bekdvetkezé-
sére vonatkozdlag mar rendelkeziink bizonyos mennyiségii informaciéval, igy az
izenetek redundanciaja nagyobb lesz (228. példa).

A redundancia biztositja az lizenet egyértelmii értelmezhetdségét abban az
esetben, ha valamilyen okbol a jelsorozat sériil. Gyakran talalkozunk jsagokban,
konyvekben nyomdahibaval, amikor példaul feleserélddik két betli, vagy éppen
kimarad egy, de ett6]l még az esetek tobbségében helyesen értelmezhetd az eredeti
tartalom, mert példaul a szovegkdrnyezet egyértelmiivé teheti a mondanivalot.
Altalaban azt mondhatjuk, hogy a természetes nyelvek redundanciajat nagymérték-
ben novelik a nyelvtani szabalyok is.

20.5. Uzenetek tovabbitasa, hirkozlési rendszer

Az egyiranyu hirkozlési rendszerben az elkiildott informacié a kozl6tdl, az
informacio forrasatol a fogadohoz vagy mas szoval az informacié felhasznaldjahoz
jutel (229. abra).

[ forras | >{ kodolo | >{ adé [+ csatorna | > vevs [ dekodols |>{ felhasznalo

229. abra

Egyiranyu hirkozlési rendszer altalanos modellje.

A rendszer bemeneti oldalan kell osszedllitani az iizenetet, amelyet a kodolod
tesz alkalmassa a tovabbitasra. A kod olyan, megallapodds szerinti jelrendszer,
amely segitségével a jelkészlet elemeibdl és a kodolas szabalyainak alkalmazésa-
val valamely informaci6 egyértelmiien megadhat6 (230. megjegyzés). A kodolas
az az eljaras, amikor az egyik jelrendszerrdl egy masikra tériink at, de ennek valto-
zatair6l még szot ejtiink (20.6. rész). A kodolt jeleket az ado a hirk6zl6-csatornaba
kiildi. A csatornabol érkezo jeleket a vevo fogja fel, majd a dekodoloba juttatja. A
dekodolo a kodolassal ellentétes miiveletet hajt végre: a vevd altal szolgaltatott
jelekbdl a felhasznald szamara is értelmezhetd formara hozza a tovabbitott iizene-
tet (231. példa).

A csatornaban haladé jelekhez elkeriilhetetleniil nem kivant hatdsok, zavard
jelek, zajok is keverednek. (Ez természetesen a tobbi egységben is eléfordulhat.) A
zaj befolyasolhatja a tovabbitott lizenet informacidtartalmat, ezzel megnehezitve
vagy akar lehetetlenné téve az informdacioatvitelt. Az informacionak a hirkozlés
sordn torténd részleges vagy teljes elvesztése ellen védekezni kell. Egyrészt a csa-
torna zaj elleni szigetelésével csokkenteni lehet a bearamld zavarok mennyiségét,
masrészt a tovabbitott jelek ,,,zavarallosaga™ fokozhato tovabbi példaul ismétlédo

erer

»felesleges” jelek beépitésével, azaz az iizenet redundancidjanak novelésével.

A hirkdzlési rendszer egyik fontos jellemzdje az, hogy mekkora a hirkozlés
sebessége. Az iddegység alatt a csatornan atjuttathatdé informaciomennyiség felsd
hatarat nevezziik csatornakapacitasnak, amelyet [bit/s] egységekben mériink.


http://hu.wikipedia.org/wiki/K%C3%B3d

232. megjegyzés

A kettes szamrendszer hasznalatanak tovabbi
elényeir6l még szot ejtiink (vo. 246. megjegy-
z¢s). Itt csak arra emlékeztetiink, hogy a kettes
(binaris) szamrendszer semmivel sem bonyolul-
tabb, mint a tizes (decimalis), s6t még egysze-
riibb is annal. Az viszont kétségtelen tény, hogy
hasznalata a mindennapi életben szokatlanabb és
kevésbé elterjedt.

A tizes szamrendszerben mar megszoktuk, hogy
egy szam ugy van felirva, hogy a szamjegyeket a
helyiértékiikkel egyiitt kell figyelembe venni.
Példdul a 389,)=3-10°+8:10' +9-10°. Ehhez
hasonléan 110,=1-2>+1-2'+0-2°=6,,.

Az Osszeadas abbol all, hogy: 0+0=0; 1+0=1;
0+1=1; 1+1=10; de a szorzas sem bonyolul-
tabb: 0-0=0;1-0=0;0-1=0;1-1=1.

Az talan a legfurcsabb, hogy kettes szamrend-
szerben mar a 2-es szam is 10, alaku.

233. megjegyzés

A bit tobbszorosei még a kbit, Mbit, Gbit, stb.

A bajt jele ,,B”, amelynek tobbszorései kB, MB,
GB, stb. Itt problémat az okozhat, hogy példaul
a kilo prefixum eredetileg 1000-et jelent, de
amiatt, hogy 2'° = 1024, sok esetben az egysze-
ribb atszamitas kedvéért ezt hasznaljak valto-
szamként.
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EKG jel (U(¢) fiiggvény) nagyjabol egy periodusa.

20.6. A kodolassal kapcsolatban felmeriilo problémak

Az informacio sokféle alakban jelenhet meg, de minden csatorna csak jol meg-
hatarozott tipusu jeleket tud tovabbitani, ezért az iizeneteket ugy kell kodolni, hogy
a rendelkezésiinkre alld csatornan atvihet6k legyenek. Mindezt ugy kell végrehaj-
tani, hogy az iizenet minél gazdasadgosabban, minél rovidebb id6 alatt és minél
kevesebb veszteséggel jusson el a csatorna masik végébe. A redundancia csok-
kentésével novelni lehet az atvitel sebességét, de a redundancia ndévelésével
javitani lehet az atviteli biztonsagot. A csatornakapacitas fogalma gy is meg-
adhatd, hogy mekkora az az informaciomennyiség, amelyet egy adott csatornan
optimalis kodolas mellet idegység alatt at lehet vinni.

A 230. megjegyzésben mar emlitettiik, hogy példaul a Morse-abécé szdveges
informacio atvitelét teszi lehetévé. Ilyenkor a legegyszeriibb kodolasi eljaras a
betiinkénti kodolas. A kdzlemény minden egyes betiijéhez hozzarendeljiik az illetd
beti kodjat. A kodolas Iényege tehat az, hogy van két jelkészlet és egy leképezési
utasitas (fiiggvény). Informacidtartalmatol fiiggetlentil teljesen mindegy, hogy egy
tizenetet milyen jelekkel reprezentalunk, igy a kiilonb6zé jelsorozatok akar sza-
mokka is alakithatok. Ismét a Morse-jeleket idézve kézenfekvének tlinik a szamok
kettes szamrendszerbeli (binaris) abrazolasa, hiszen példaul a ,ti”, illetve ,ta”
szavaknak éppen megfeleltethetd a 0 és az 1 szamjegy (232. megjegyzEs).

Az informaciét sok esetben nemcsak a csatornaba vald juttatds kedvéért kell
atalakitani, hanem példaul a tarolasa érdekében is. Ennek alapjan beszélhetiink a
tarolt adat mennyiségérol. Felhasznalva a kettes szamrendszerbeli kodolas egysze-
riségét, amelyben csak két szamjegy fordul eld, az adatmennyiséget ennek segitsé-
gével definidlhatjuk. igy a kettes szamrendszerbeli szamjegy (amely 0 vagy 1
lehet) tekinthet6 az adatmennyiség legkisebb egységének. Ezt ugyanugy, mint az
informaciomennyiség egységét bitnek nevezzilk, de mas angol eredet alapjan
(,,binary digit”) (v6. 20.2. rész). A bit valdban rendkiviil kicsi egység, ezért célsze-
rii ennek tobbszordseit is bevezetni. A bajt (angolul ,,byte”) a ,by eight”, azaz
nyolcasaval kifejezésbodl szarmazik és 8 bitet jelent (233. megjegyzés).

Ezutan azt vizsgaljuk meg, hogy hogyan kodoljuk a tizes szdmrendszerbeli
(decimalis) szamokat binaris kodokkal. Eldszor a betiinkénti kodolas mintajara
valasszuk a szamjegyenkénti kodolast. Mivel a tizes szamrendszer szamjegyei (0,
L, ..., 9) kozott a legnagyobb szam a 9,y = 1001,, ezért minimalisan 4 bit sziiksé-
ges az egyes szamjegyek (binaris) kodolasahoz. Eszerint példaul az

[1/4|9]7] szam kodolasahoz — a [0001|0100[1001]|0111| sorozat 16 bitje sziiksé-
ges. Azonban, ha a decimalis szamjegyeket kettes csoportokba (blokkokba) foglal-
juk, akkor egy-egy kettes csoport 0-t6l 99-ig terjedhet és ily médon ugyanannak az

[14/97| szdmnak a koédolasdhoz — a [0001110]|1100001| sorozat 14 bitje is ele-
gend6. Ez azt jelenti, hogy a masodik modszer gazdasagosabb, hiszen az el6z6
4 bit/szdmjegy helyett itt csak 3,5 bit jut egy szamjegyre. Elvileg a csoportokba
foglalas (blokkositas) folytathatd, de ennek is van egy felsd hatdra mégpedig a
log,10 = 3,322, amely nem mads, mint a 10 szdmjeggyel kifejezheté maximalis
informaciomennyiség.

Lathattuk, hogy az un. blokkonkénti kddolassal azt nyerjiik, hogy ugyanannak
az informacionak a megjelenitéséhez kevesebb adatmennyiség sziikséges, de ve-
szitlink is, hiszen egyetlen bit hiba esetén nemcsak egy szamjegy, hanem az egész
blokk sériilni fog. Példdul a 14 bites sorozat esetén [0001110]0100001| — |14/33].

Kédolni azonban nemcsak szovegeket kell, hanem példaul képeket és hangokat
is, tehat térbeli, illetve idébeli valtozasokat, altalanosabban mondva mindenféle
jeleket. A jel igen tag fogalom, példaul az ebéd illata és az utmentén el6tiing koz-
lekedési jelzétabla eléggé kiilonbdznek egymastol. Azonban minden jelben van
valami k6z0s és ez maga a valtozas ténye. A valtozasokat fiiggvények segitségével
fordithatjuk le a matematika nyelvére, ami azért célszerli, mert utana sokkal tobb
lehetdségiink nyilik azok elemzésére, feldolgozasara.

Példaként tekintsiink egy EKG-jelet, amely egy nyugalomban 1évé ember ese-
tében példaul a két kar kozott mért elektromos fesziiltség az idd fliiggvényében
(U(?) fuggvény; 234. abra). Ez tin. analog jel vagy masképen mondva folytonos jel,
mert mind az id6, mind a fesziiltség folytonos valtozo. Ahhoz, hogy ezt a jelet
példaul binarisan kodolni tudjuk, mindkét valtozot diszkrétté kell alakitanunk,
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235. megjegyzés

A ,digit” el6tag a latin ,,digitus” (jelentése ujj)
szobdl szarmazik. A digitalis vizsgalat példaul
az orvostudomanyban az ujjakkal torténd tapin-
tast jelenti. A ,,digit” sz6 az angolban az ujjon
kiviil szamot és szamjegyet is jelent, ami valo-
sziniileg az ujjakkal valé szamolasbol eredeztet-
hetd.
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A 234. abran lathato EKG-jel (fekete gorbe) gya-
koribb, 30 ms-onkénti mintavételezése.

Harry Nyquist (1889 - 1976) svéd sziiletésti ame-
rikai elektromérnok.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) francia
matematikus és fizikus.
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azaz az analog jelbdl digitalis jelet kell el6allitanunk. Ez a miivelet a digitalizalas
(235. megjegyzés).

20.7. Analog jelek digitalis jelekké alakitasa

Maradjunk az elébbi példanal, az EKG-jelnél, de tekintsiik egy kicsit altalano-
sabb formaban. Ez azt jelenti, hogy az U(¥) fiiggvény helyett vehetnénk barmilyen
mas f{x) folytonos fliggvényt is.

El6szor a folytonos-diszkrét atalakitast az abszcissza (vizszintes tengely) men-
tén végezziik el. Ez egyszertien azt jelenti, hogy a folytonos fiiggvény fliggvényér-
tékeit csak bizonyos 1épéskdzonként olvassuk le és ezeket a leolvasott szamokat
rogzitjiik. Ezt a folyamatot mintavételezésnek nevezziik (236a. abra). Mivel a ka-
pott szamok akar végtelen tizedes tortek is lehetnek, amelyekhez még nem rendel-
hetdk véges binaris kddsorozatok, ezért a folytonos-diszkrét atalakitast az ordinata
(fliggobleges tengely) mentén is el kell végezniink. Ez a miivelet a kvantalas. Ennek
soran a fliggvény értékkészletét tartomanyokra osztjuk és az osztopontoknak meg-
felelGen jelszinteket allapitunk meg. A mintavételezéskor kapott szamokat a legkd-
zelebbi ilyen értékre kerekitjiik (236b. abra). Csak megjegyezziik, hogy ezzel a
1épéssel akaratunktdl fiiggetlentiil az eredeti jelhez zajt adunk, hiszen a kerekités
folytan egyes esetekben csokken, mas esetben ndvekszik az eredeti fliggvényérték.
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A 234. abran lathato EKG-jel (piros gorbe) digitalizalasanak 1épései: a) az 50 ms-onkénti mintavétele-
zés eredményeként kapott 0j fiiggvény (kék pottyok); b) a 0,1 mV-onkénti kvantalas elvégzése utan
kapott digitalizalt jel (piros pottyok). (A b) részben a kék karikak az abra a) részében feltiintetett kék
pottyoknek felelnek meg.)

E két 1épés elvégzése utan eldall a digitalizalt jel. Az atalakitassal azonban sok
esetben nem lehetiink teljes mértékben elégedettek, ugyanis a digitalizalt jelbol
rekonstrudlt jel — még ha a hozzaadott zajtol el is tekintiink — nem hasonlit eléggé
az eredeti analog jelhez (vO. 236. abra; piros gorbék). Azt gondolhatjuk, hogy a
problémat a gyakoribb mintavételezés megoldja (237. dbra). Bar az abran a javulas
jelei felfedezhetdk, a gyorsabb valtozasok errdl is lemaradtak. A kérdés tehat az,
hogy milyen gyakran vegylink mintat.

Ehhez ad Gtmutatast a Nyquist—-Shannon mintavételezési tétel. Eszerint a min-
tavételezett jelbdl akkor allithat6 vissza informacié veszteség nélkiil az eredeti
analog jel, ha az eredeti jel leggyorsabban valtozo részét is legalabb kétszer
mintavételezziik. Felhasznalva Fourier tételét, miszerint minden jel eléallitha-
t6 szinuszos jelekbdl, tovabba feltéve, hogy ezek kozott van legnagyobb frekven-
cidjl (fiax) komponens, akkor azt is mondhatjuk, hogy a mintavételezési frekven-
cia ennek a legnagyobb frekvencidnak legalabb a kétszerese kell, hogy legyen.

A 2f1ax €gyben az optimalis mintavételezési frekvencia is.

A Fourier-transzformacidonak — nevezetesen annak, ha az U(f) fliggvény helyett
az A(f) figgvényt, azaz az egyes szinuszos komponensek amplitidéjat adjuk meg a
frekvencia fiiggvényében — tovabbi elonye, hogy segitségével csokkenthetjiik a
zajt, illetve sziikség esetén a redundanciat is. A zaj csokkentésére lathatunk példat
a 238. abran. A modszer 1ényege az, hogy a Fourier-transzformacio elvégzése utan
a nagy frekvenciaji komponenseket kihagyva végezziik el a visszatranszformalast,
ezaltal ,,simabb” lesz az visszakapott jel. Vigyazni kell azonban arra, hogy a jel
»ertékes” részét mar ne érintse a nagyfrekvenciaju komponensek elhagyasa, ellen-
kez6 esetben ugyanis éppen ezzel torzithatjuk az eredeti jelet.

Mivel az elébbiekben sehol sem hasznaltuk ki azt, hogy az EKG-jel id6tdl fiig-
g0 (a valtozas torténhet térben is), altaldnosan barmilyen folytonos f{x) fiiggvényre
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Zajcsokkentés Fourier-transzformacio segitségé-
vel: a) a zajos jel ,.kisimul” és a nagyfrekvenciaji
komponensek elhagyasa nem okoz torzulast; b) a
talzasba vitt ,,simitas” torzulashoz vezet.
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Képek digitalizalasa. A sziirkeség mint a hely
fiiggvénye (f(x)) a piros nyil magassagaban (piros
gorbe).

alkalmazhatjuk az atalakitast. igy példaul képeket is digitalizalhatunk. A 239. dbra
azt szemlélteti, hogy példéaul a piros nyillal jeldlt egyenes mentén hogyan valtozik
a kép sziirkesége a hely fiiggvényében (f(x)). (Az csak a véletlen miive, hogy a
gorbe alakja emlékeztet az EKG gorbére.) Természetesen a teljes kétdimenzios
kép ilyen fiiggvények sokasagaként irhatod fel, ami a modszer alkalmazhatosagat
nem érinti, csak a miiveletek elvégzése tovabb tart.

A digitalizalas eredményeként képelemeket vagy képpontokat (angolul pixel a
picture element”-b6l) kapunk. A képpontok egylittese matematikai értelemben
sorokban és oszlopokban elrendezett, a sziirkeségnek megfeleld szdmok, azaz egy
matrix. Az ilyen matrixokkal mar mindenféle miiveletet végezhetiink, igy akar ki
is vonhatjuk egymasbol oket (vo. 1. példa).

A legegyszerlibb képek a binaris (fekete-fehér) képek, ahol a ,,szlirkeség” csak
két értéket vehet fel. Ilyen képre lathatunk példat a 240. abran, ahol a képmatrixot
és az f{x) fiiggvényeket is feltiintettiik.

kép képmatrix fix)-ek
olofofofofolo -
ololo[1]o]olo —
olol1]1]1]o]0 —
o[1[1]of[1[1]0 T
ol1]ofofol1]0 I i
ol1/o]ofol1]0 I i
o[1[1]1][1]1]0 — [
ol1]ololol1]0 T i
o[1]ofofol1]0 I i
ololojolololo -

240. abra

Egy ,,A” betli binaris digitalizalt képe. Természetesen a 0-k és 1-ek felcserélésével ugyanilyen alakzatot
kapunk (pozitiv illetve negativ kép). (A 239. abraval akkor keriilink sszhangba, ha a képmatrixban 0
helyett 255-6t, 1 helyett pedig O-t irunk.)

Arrol mar sz6 esett, hogy a jelsorozatok altalaban redundansak. Elég nyilvan-
valdan redundans az irott szoveg: nem lehet benne akarmilyen karaktersorozat,
csak olyanok, amelyekben értelmes szavak értelmes mondatokat alkotnak. A sza-
vakon belill pedig maganhangzo utan nagyobb valoszintiséggel all massalhangzo
¢és forditva (vo. 4.0. rész). Hasonldan redundans lehet egy kép is. Példaul a 240.
abran nagyobb Osszefiiggd fehér és kisebb, de Osszefiiggd fekete teriiletek valta-
koznak, tehat sokkal kisebb a valtas valosziniisége, mint annak, hogy egy fehér
képelemet fehérek, feketét pedig feketék vesznek koriil. A redundancia ebben az
esetben gy csokkenthetd, hogy ismétlédod részeket keresiink és ezeket blokkok-
ként kezeljiik.

A képek digitalizalasanal a ritkabb mintavételezés a kép felbontasat ronthatja
(241. abra).

75x69 60x55 45x41

241. abra
A 239. abran lathat6 kép egy részlete kiilonb6z6 felbontasban. Az egyes képek alatta a vizszintes ¢és a
fuggoleges képelemek (pixelek) szama szerepel.

21.0. Az iranyitas alapelvei

Az iranyitds olyan tevékenység, amelynek soran beavatkozunk az iranyitott
rendszer miikddésébe, s ennek eredményeként a rendszer a kiilsé feltételektol fiig-
getleniil az irdnyit6 céljainak megfelelden miikddik. Minden iranyitas informéacio-
tovabbitason alapul. Az iranyitoba informacio érkezik és onnan informaci6 tavo-
zik. A beérkezd informaci6 szarmazhat az iranyitott rendszeren kiviili forrasokbol,
de magabdl az iranyitott rendszerbdl is. Az iranyitobdl viszont az informacié min-
dig az iranyitott rendszerbe aramlik. Kiils6 forrasbol érkezé informacio lehet pél-
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242. megjegyzés

A vezérlést nyilt hataslanct irdnyitasnak is
szokas nevezni, hiszen az iranyitott jellemzd
nincs (kozvetlen) hatassal az iranyitasi folyamat-
ra. A szabdlyozds a zart hatdslancl irdnyitas,
ahol az iranyitott jellemzének a célkitlizéstol
vald eltérését hasznaljuk fel maganak az eltérés-
nek a csokkentésére, megsziintetésére (negativ
visszacsatolas).

243. megjegyzés

A biologiai rendszerekben megvalosul6 iranyita-
si formak koziil kiilon jelentdsége van az adaptiv
szabalyozasnak. Példaul az éleslatas érdekében a
szemlencse tor6képességének megvaltoztatasa-
val alkalmazkodik a szem.

Abu Abdalldh Muhammad ibn Musza al-Hvarizmi
(7807 - 8457) arabul alkoto perzsa tudods, matema-
tikus. O vezette be az algoritmus fogalmat (ami
miatt néhanyan a szamitastechnika nagyapjanak
nevezik), és maga az ,,algoritmus” sz0 is nevének
eltorzitott latin valtozatabol ered.
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daul a rendszer kornyezetébdl érkezd zavard hatds is, amely nem kivant médon
valtoztathatja meg a rendszer allapotat.

Masképpen fogalmazva az iranyitas célja az iranyitott rendszer valamely para-
méterének — az iranyitott jellemzonek — az eldirt modon torténd befolyasolasa
(példaul a hémérséklet adott értéken tartasa). Az irdnyitas soran az iranyitott rend-
szer olyan jellemzdjére hatunk — ez a modositott jellemzé — amely a leginkabb
alkalmas az iranyitott jellemz6 megvaltoztatasara (példaul a hémérsékletszabaly-
zasnal ez a fitételjesitmény). Az iranyitott jellemz6 olyan hatasoktodl is fiigghet,
amelyek nincsenek az iranyitod feliigyelete alatt. Ezek a hatdsok a zavar6 jellem-
z0k. Az iranyitas egyik {6 feladata, hogy a zavar6 jellemzok hatasat csokkentse
vagy megsziintesse (példaul a homérsékletszabalyzas esetén ilyen zavard hatas
lehet a kdrnyezeti hdmérséklet ingadozasa).

Az iranyitds soran a rendszer miikddésébe vald beavatkozés alapvetden két
formaban mehet végbe: vezérlés vagy szabalyozas utjan. Vezérlésnek nevezziik az
olyan iranyitast, amelynél az iranyitohoz nem jut informacio az iranyitott rendszer-
bol (nincs visszacsatolas). A szabalyozas éppen ebben tér el a vezérléstdl, hiszen
ilyenkor a visszacsatolasnak igen fontos szerepe van (242. megjegyz¢€s).

Ertéktarto a szabalyozas, ha a paraméter értékét valtozatlan szinten akarjuk
tartani. Kovetd szabalyozasnal a paraméter értéke az éppen aktualis kdvetelmény-
nek megfeleléen valtozik (243. megjegyzés). Az esetek jelentds részében a para-
méter valtozasa elére meghatarozott program szerint megy végbe (vo. 21.1. rész).

21.1. Alapismeretek a szamitogépekrol

Bar a szamitastechnika az élet csaknem minden teriiletére behatolt, mégis azt
tapasztalhatjuk, hogy a felhasznalok jelent6s része nincsen tisztaban a szamitogé-
pek alapveté miikodési elveivel. A kdvetkezdkben ezeket az alapelveket tekintjiik
at.

Kezdjiik egy példaval és oldjuk meg zsebszamologép segitségével a

2x* -8x+6=0 (185)
masodfokl egyenletet, pontosabban elégedjiink meg a nagyobbik gyok kiszamola-
saval. A megoldashoz a kovetkez6 ismeretekkel rendelkeziink:

B —b+b*—4dac

1. a megoldoképlet,

R Y (186)
(és benne a betlik aktualis jelentése: a = 2; b =-8; ¢ = 0);
2. a zsebszamologép gombjainak funkcioi.
A gombok lenyomasanak egy jo sorrendje lehet a kovetkezo:
ExE—4x2x6=V =4+8=+2+2=, (187)

amely nem az egyetlen jo sorrend, de eredménytiil megkapjuk a nagyobbik gyokot,
3-at.

Ezen a példan keresztiil a kovetkezoket figyelhetjitk meg:

1. Van egy miiveletsorozat, amely el6irja, hogy mit kell csinalnia a szamolo-
gépnek.

2. Vannak szamok, adatok (v6. 1.0. rész), amelyeken a szamologép végrehajtja
a miveleteket.

Altalanosan az adott cél elérése érdekében végzett miiveletsorozatot (vagy
tevékenységsorozatot) algoritmusnak nevezziik. Az eldbbi feladat mas algoritmus-
sal is megoldhatd, viszont ha mar van egy jo algoritmusunk, akkor a hasonl6 fela-
datok (azaz tetszOleges egyiitthatoji masodfoku egyenletek) egész sorat kdnnye-
dén megoldhatjuk (csak a megfeleld pirossal jelolt szamokat kell értelemszertien
kicserélni.).

Nagyon sok tevékenység algoritmizalhato, sot inkabb ugy kell fogalmaznunk,
hogy tevékenységeink nagyobb részét valamilyen algoritmus szerint végezziik.
Példaul a fogmosas, az ételek elkészitése mind-mind ilyen tevékenység. A sza-
kacskonyvekben ,algoritmusokat” olvashatunk, pontosabban a hozzavalok a be-
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244. példa
Pénzfelvétel bankautomatabol:

1. Helyezze a bankkartyat a ,,bankkartya” felira-
ta nyilasba!

2. frja be a titkos kodjat!

3. Nyomja meg a ,,pénzfelvétel” meniipontot!

4. Valassza ki a kivant 6sszeget!

5. Vegye el a kartyat!

6. Vegye el a pénzt!

Neumann Janos (1903 — 1957) magyar szarmaza-
st matematikus.

245 abra
A sokfiokos szekrény mint a processzor munkate-
riilete.

246. megjegyzés
Neumann-elvek (az elektronikus szamitogépek-
kel szembeni kovetelmények):

® [egyen soros miikodési, teljesen elektroni-
kus. A gép egyszerre csak egy miiveletet
vesz figyelembe és hajt végre.

® Hasznaljon kettes szamrendszert. Elektroni-
kusan ezt igen kénnyli megvalositani: van
aram (1), nincs aram (0).

® Tarolt program elve. Az algoritmus is ko-
dolhat6 szamokkal, tehat ugyantugy kezelhe-
t6, mint az adatok. Ezek mind egy bels6
memoridban tarolhatok. Azaltal, hogy a
is tarolhat, a szamitogép oOnalldan képes
dolgozni, mivel mindegyik 1épés utdn memo-
ridja utasitja a tovabbi teendékre anélkiil,
hogy emberi beavatkozasra kellene varnia.
Ezen tulmenden lehetéség nyilik a program
modositasara annak végrehajtasa kozben is.

® [egyen univerzalis, a specialis feladatokhoz
ne kelljen mas-mas gépet késziteni.

mend adatok és az elkészités modja az algoritmus. Az algoritmus legfontosabb
jellemzdinek tanulmanyozasa érdekében vegyiink egy masik példat, nevezetesen a
bankautomatabol torténd pénzfelvételt (244. példa).

Ebbdl a példabol az alabbi kdvetkeztetéseket lehet levonni:

1. Az algoritmus a leiras alapjan végrehajthato, de a végrehajtonak természete-
sen sok mindent tudnia kell. (Példdul értenie kell a nyelvet, tudnia kell a titkos
kodjat stb. azaz ismernie kell az elemi részalgoritmusokat.)

2. Az algoritmus 1épésekre bontva a megfelelé sorrendben hajtand6 végre. Ezt
a lépéssorozatot végrehajtds kozben az algoritmus altal leirt folyamatnak
(processzusnak), végrehajtojat pedig processzornak hivjuk (esetiinkben ez most a
pénzfelvevd ember).

3. Az algoritmus elegendden pontos, egyértelmii és félreérthetetlen, de talzott
részletezés nincs benne.

4. Véges sok elemi 1épés vezet el a célig.

5. Ugyanazt az algoritmust kiilonb6zé modon is leirhatjuk (példaul masik nyel-
ven), azaz kiilonbozoképpen kodolhatjuk (vo. 20.5. rész).

A 20.6. részben mar emlitettiik, hogy a kiilonb6z6 jelsorozatok szamokka ala-
kithatok. Neumann Janostol szdrmazik az az 6tlet, hogy mind az adatokat, mind az
algoritmust kddoljuk azonos formaban, szamokkal.

Ezutan vegylink egy olyan sokfiokos szekrényt, amelynek a fidkjai sorra meg
vannak szamozva és a kodolas eredményeként kapott szamokat megfeleld sorrend-
ben tegyiik a fiokokba (245. abra).

Tehat minden fiékon van egy sorszam és minden fiékban van egy szam, amely
lehet adatkod vagy annak részlete, illetve utasitaskod vagy annak részlete. (A rész-
let azért van kihangsulyozva, mert elképzelhetd, hogy egy kod csak tobb fiokban
fér el.) Ez a fidkos szekrény lesz a processzor munkateriilete. A processzor minden
fidkot kozvetleniil elérhet fiiggetleniil attdl, hogy az mit tartalmaz (adatkod- vagy
utasitaskod-részletet). Mivel a szekrényen beliil az utasitasok és az adatok mar
nem kiilonboztetheték meg, ezért a processzornak meg kell mondanunk, hogy hol
van a legels6 utasitas (hanyas szamu fiokban kezdddik). A processzor ezutan ki-
huzza a megadott sorszamn fidkot, kiolvassa a tartalmat, utasitasként értelmezi. Ez
az utasitds tartalmazhatja tovabbi fidkok sorszamait is, amelyekben példaul az
utasitas folytatdsa vagy az utasitds elvégzéséhez sziikséges adatok lehetnek. Az
utasitds végrehajtasa utdn, ha az nem rendelkezik masképpen, a processzor vissza-
tolja a fidkot és kihtizza a kovetkez0, eggyel nagyobb sorszamu fiokot és igy szisz-
tematikusan halad végig.

A fidkos szekrényt nevezzilk memorianak, a fiok a tarolorekesz, a fiokon 1€vo
sorszam a tarol6 rekesz cime, a fiokban 1¢v6 szam, a tarold rekesz tartalma. A
memoria nagysagat a tarolorekeszek szamaval szoktak jellemezni. Amennyiben a
kodolast kettes szamrendszerbeli szamokkal végezziik, akkor altalaban egy
tarolorekesz (egy fiok) egy bajtot jelent.

Ezek szerint a szamitogépnek tartalmaznia kell legalabb egy processzort, kell,
hogy legyen meméridja (ebben szdmokka alakitva lesznek tarolva az adatok és az
algoritmus is) és ezen kiviil sziikségesek még a kdrnyezettel vald kapcsolattartas
céljabol a megfelel6 kommunikaciés egységek. Ezeket egyiittesen, azaz mindazo-
kat a késziilékeket, berendezéseket, egységeket, amelyekbdl a szamitogép Osszete-
vodik, 0sszefoglald néven hardvernek nevezzik.

Manapsag a szamitogép elektronikus digitalis szamitogépet jelent, amely elekt-
ronikus eszkdzokbdl épiil fel. Ezek kozott is talan a legfontosabbak a logikai aram-
kori elemek, amelyekre még visszatériink (vo. 21.2. rész). A hardver parjaként
szoktak emlegetni a szoftvert, amely a szamitégépen futé megfelelden kodolt algo-
ritmusok, azaz programok dsszességének atfogd neve (246. megjegyzés).

A hardver szoftver nélkiil nem sokat ér. Egy nagy szamitogép bekapcsolas utan
csak a legprimitivebb alapfunkciokat képes elvégezni. Ezért 1étrehoztak ugyneve-
zett rendszereket, operacios rendszereket, amelyek komfortosabba teszik a szami-
togépet azaltal, hogy mar elvégeznek bizonyos rutinmiiveleteket is. Ilyen példaul
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247. megjegyzés
A kettes szamrendszerbeli szamokat sok esetben
célszerti 16-os (hexadecimalis) szamrendszerbe
atalakitani. Ez eléggé egyszerii, hiszen 2* = 16,
tehat amennyiben négyesével olvassuk ki a
kettes szamrendszerbeli szamokat, akkor hexa-
decimalis szamokat kapunk. Ennek az az el6nye,
hogy tomorebb irasmodot tesz lehet6vé. 0-tol 9-
ig a szamjegyek ugyanazok, mint a tizes szam-
rendszerben, 10-t6l kezdve a kovetkezo jelolést
hasznaljuk:

1010=A

1011=B

1100=C

1101=D

1110=E

1111=F

248. megjegyzés

Az ,Oriilt sikerem a tébolydaban” cimli muiivé-
ben igy ir Karinthy Frigyes:

,,0ho dlljunk csak meg. On azt mondja, a rog-
eszmém, hogy Oriilt vagyok. De hiszen tényleg
az vagyok, az imént mondta. De hiszen akkor ez
nem rogeszme, akkor az egy logikus gondolat.
Tehat nincs rogeszmém. Tehat mégse vagyok
oriilt. Tehat csak rogeszme, hogy Oriilt vagyok,
tehat rogeszmém van, tehat Oriilt vagyok, tehat
igazam van, tehat nem vagyok oriilt...”

George Boole (1815 - 1864) angol matematikus ¢s
filozofus.
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az, hogy megkeresi a megfeleld programot egy kiilsé memoriaegységen és azt be-
tolti a belsé memoridba, vagy ha kell, lemasolja. Egy rendszer az tulajdonképpen
egy program, amit a nagy szamitogépeken elére be kell t6lteni a belsé memoriaba
és természetesen minél tobbet tud (minél intelligensebb), annal tobb helyet foglal
el. A kisebb szamitogépek egy részénél, a rendszer vagy annak legfontosabb része
fixen tehat kitorolhetetleniil be van épitve a memoridba. Erre a memoriateriiletre
irni nem lehet csak kiolvasni, ezért ezt ROM-nak (angolul ,,Read-Only Memory”),
a masik tipusti memoriat, ahova irni is lehet RAM-nak (az angol ,,Random Access
Memory” roviditéseként, amelynek jelentése nagyjabol ,.tetszéleges hozzaférési
memoria’’) nevezzik.

A program megirdsa nem mas, mint az algoritmus megfelel6 kodolasa. Ennek
legprimitivebb valtozata az, amikor azokat a szamokat irjuk le sorjaban, amelyek a
memoria tarolo rekeszeibe keriilnek. Ezt hivjuk gépi kodu programozasnak. Ezt a
processzor kozvetleniil megérti.

Ha a gépi kddok (altalaban kettes szamrendszerbeli szamok; 247. megjegyzés)
helyett veliik kdlcsondsen egyértelmii kapcsolatban 1évé szimbolumokkal kddoljuk
az algoritmust, akkor ezt szimbolikus gépi kddnak vagy assembler-szintli progra-
mozasnak nevezziik. Ilyenkor azonban mar sziikségiink van egy olyan segédprog-
ramra, un. forditoprogramra, amelyik a szimbolumokat szamokka visszaalakitja.

Az algoritmust azonban nem kell nekiink lebontanunk a legelemibb lépésekig
akkor, ha van egy olyan fordité programunk, amelyik ezt elvégzi helyettiink. fgy
csak bizonyos részalgoritmusoknak kell megfeleltetniink szimbdlumokat és ezek-
kel kodoljuk a teljes algoritmust. Az igy nyert szimbolumok sszességét hivjuk
algoritmikus programozasi nyelvnek. Az, hogy milyen részalgoritmusokat célszerti
egy szimbdlummal jeldlni, elsésorban a feladat tipusatol fiigg. Ezért sokféle prog-
ramozasi nyelv jott [étre.

21.2. Matematikai logikai alapok

Az el6z6 részben mar emlitettiik, hogy a szamitogépben végbemend folyama-
tok iranyitasat a processzor végzi. Ennek egyik fontos része az aritmetikai és logi-
kai egység, amely arra képes, hogy a legelemibb szamolasi és logikai miiveleteket
végrehajtsa. Ez elegend® is, hiszen ilyen elemi miiveletek segitségével elvileg bar-
mely szamitasi feladat mar elvégezhets. A szamitogép attol kiillonleges, hogy az
emlitett egyszerii miiveleteket nagy sebességgel, nagy pontossaggal és megbiz-
hatéan képes akar igen hosszu idon keresztiil is sokszor végrehajtani. A leg-
egyszeriibb kettes szamrendszerbeli aritmetikai miiveleteket a 232. megjegyzésben
mar megemlitettiik, itt a legegyszeriibb logikai miiveleteket tekintjiik at.

A matematikai logika un. kétértéki logika, ami azt jelenti, hogy egy megallapi-
tast akkor tekintiink allitasnak, ha eldonthetd rola, hogy igaz vagy hamis (248.
megjegyzés). (Tehat egy allitas nem lehet igaz és hamis is egyszerre, de az sem
lehet, hogy egyszerre se nem igaz, illetve se nem hamis.) Az igaz logikai érték az
1, a hamis a 0. Az ilyen tipusu valtozot a binarison kiviil (v6. 95. megjegyzés)
szokéas még logikai vagy Boole-féle valtozonak is nevezni. A logikai valtozok (X,
Y) kozotti 6sszefliggéseket logikai fiiggvényeknek is nevezhetjiik.

Egyvaltozos logikai miivelet a NEM mivelet vagy tagadas (NOT, negacio),
amely 1-hez 0-t, 0-hoz 1-et rendel. Jelolose: —X; (NVEM X; de szokés feliilvonassal
is jelolni). A kétvaltozos logikai miveletek koziil a két legfontosabb a VAGY mii-
velet, vagy logikai 6sszeadas (OR, diszjunkci6), illetve az ES miivelet, vagy logi-
kai szorzas (AND, konjunkcio). Jeldlések: X v Y, (X vagy ¥); X A Y, (X és Y). Eze-
ket a miiveleteket legegyszeriibben az Un. igazsagtablajukkal definialhatjuk (vo.
3.2. rész; 17. megjegyzés):

X —X XvY | XAY

= Bl E=) K==}
—lol~=|o|~
[ Nl BECN B
el Bl el K=J B
=l K= k=1 k=1 =

249. tablazat
A legegyszeriibb logikai miiveletek igazsagtablaja: NEM (7), VAGY (V), ES (A).
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Belathato, hogy a bonyolultabb logikai miiveletek mindig lebonthatok csupan
az emlitett harom miivelet felhasznalasaval.

Mintafeladat

Hatarozzuk meg, hogy az x valtoz6 mely értékeire ad igaz eredményt az alabbi kifejezés:
((x<SHA@E=22)v((x>4H)A(x<6)!

Megoldas: Az elsé ES miivelet eredménye: 2 < x < 5; a masodik £S miivelet eredménye: 4 < x < 6. A két eredményt VAGY
miivelet kapcsolja dssze, igy a végeredmény: 2 < x < 6.

Mintafeladat
Mi a kovetkezo kifejezés logikai értéke:  ((2<3)A(4>5) v (B4 A4 <5)=?
Megoldas: A zardjeleken beliili kiértékelés utan kapjuk: (1 A 0) v (1 A 1)=0 v 1 =1, tehat a fenti kifejezés logikai értéke 1.

a b A matematikai logika cimszo6 alatt gyakran szerepel a Boole-algebra kifejezés,
v _,_} JO_O amelyre joggal tekinthetiink ugy, mint a digitalis szamitogépek kifejlesztésének
— ) . o egyik elvi alapjara, hiszen olyan bonyolultabb allitasok valdsagtartalmat vizsgalja,

— >——>——0  amelyek helyes vagy hamis elemi allitisokbol tevédnek 6ssze.
> Ly 1 _,_}—1 0 A Boole-algebra masik interpretacidja az un. kapcsolasi algebra. Alapjaul
L ) ; olyan kapcsolasi elemek (aramkorok) szolgalnak, amelyek csupan két, egymastol
— — 1 kiilonboz6 allapotot vehetnek fel, példaul egy aramkorben vagy folyik aram, vagy
> 4 P 0 nines Aram nem. A kapcsolasi algebra azt vizsgilja, hogy az ilyen kapcsolasi elemekbél dssze-
1 kapcsold KI allitott halozat kimenetén a lehetséges két allapot melyike valdsul meg, ha az ele-
> Ly 1: van aram, mek az egyik vagy masik lehetséges allapotban vannak. Ezért a Boole-algebra
! kapcsol6 BE egyben az elektronikus digitalis szamitogép konstrualasanak nélkiilozhetetlen

250. abra elméleti alapja is (250. dbra).

Egyszerti logikai ,,aramko6rok” megvalositasa kap-

csolokkal: a) VAGY ,aramkor”; b) ES ,aram- r e
K61 (v6. 249. téblézat). 22.0. Adatbazisok

Az adatbazis koznapi értelemben az adatok rendszerezett gyiijteménye, amely
nem feltétleniil szamitdgépen keriil tarolasra (251. abra). Az adathalmaz csak ak-
kor valik adatbazissa, ha az olyan szisztéma szerint épiil fel, amely lehetévé teszi
az adatok értelmes kezelését. gy az adatbazisok legfontosabb jellemzéje az, hogy
nem csak az adatokat, hanem az adatok kozotti kapcsolatokat, osszefiiggéseket
is képes tarolni. Hangsulyozzuk, hogy nem az a fontos, hogy ezt milyen médon
valositjuk meg (példaul kartotékokkal, papiron vagy szamitdogéppel): amig az ada-
tokat konkrét célra valamilyen rendezett formaban gytjtjiik és taroljuk, adatbézis-
rol beszélhetiink. A tovabbiakban persze azt fogjuk feltételezni, hogy az adatgyiij-
tésre és az adatok kezelésére szamitogépet hasznalunk. Ennek legalabb két elénye
van, nevezetesen a kisebb helyigény ¢s az egyszeriibb karbantartas.

Ebben az esetben az adatbazisokat adatbazis-kezelé szoftverrel hozzuk 1étre,
illetve annak segitségével hasznaljuk. Egy ilyen rendszer altal az informacio
koénnyen tarolhato,
rendezheto,
visszakereshetd és
megjelenithetd.

Az adathalmaz és annak elemei k6zott fennalld kapcsolatok strukturalt leirdsat
adatmodellnek nevezziik. Az adatmodellezés az adatbazisok tervezésének egy le-
251. abra hetséges modszere. Az egyik legelterjedtebb adatbazismodell a relacios adatmo-
A Pannonhalmi Bencés Fdapatsag kdnyvtira mint  dell, amely halmazelméleti alapokra épiil (252. megjegyzés). A modellben a rela-
adatbizs. ci6 gyakorlatilag egy tdblazat. Minden relacié egyedi nevet kap, sorai a logikai-
252, megjeayzés lag 6sszeta.rtoz() ade.ltokat tartalmazzak, tehat egy-egy ijektumot, egyedet irnak le,
Ha példul van két halmazunk D, és D,, akkor az oszlopaiban pedig az egyedek azonos tulajdonsagaira vonatkoz6 adatok talalha-
ezek direkt szorzata a D halmaz, amelynek ele- tok. Az oszlopok szintén egyedi nevet kapnak a relacién beliil, de masik relaci-

meit ugy allitjuk el, hogy vesziink egy elemet a Oban mar ismét eléfordulhatnak.
D, halmazbdl, egyet a D,-bol, és ebben a sor-

rendben egymés utén irjuk ket. Ha ezt a miive- A tablazat elemeinek elnevezése nem egységes: altalaban egy sor és egy oszlop

letet minden lehetséges modon elvégezzik,  metszetét cellanak (ritkabban mezéértéknek vagy adatmez6nek) nevezziik, a cella

akkor megkapjuk a D halmaz Osszes elemét. A L . . Ry .
tartalmazza az adatot. Az adatbazisok kapcsan relacio helyett gyakran tabla, sor

D halmaz egy R részhalmazat relacionak nevez- - i o .
ziik. helyett rekord, oszlop helyett pedig mez6 kifejezéssel éliink. Sok esetben a mezd
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253. megjegyzés

Erdemes megemliteni, hogy a relacios adatbazis-
kezelék leggyakrabban hasznalt szabvanyos
programozasi nyelve az SQL (az angol
wStructured Query Language”-bol: strukturalt,
tobb elembdl felépitett lekérdezd nyelv).

255. megjegyzés

A ,Név” mellett gyakran hasznalatos az ,,Anyja
neve” mez6 is, ilyenkor a ,Név”-vel egyiitt
Osszetett kulcsként lehet ez is elsédleges kulcs.
Ugyanis azonos nevii betegek még viszonylag
gyakran el6fordulhatnak akar ugyanazon a kor-
hazi osztalyon is, de olyanok, akiknek még az
anyjuk neve is megegyezik, mar gyakorlatilag
nem.

256. abra
A kapcsolotabla szerepe egy konyvtari adatbazis-
ban.

helyett hasznaljuk az attribitum vagy tulajdonsag megnevezést is. A relacios adat-
modell Iényege tehat az, hogy az egyedeket, a tulajdonsagokat és a kapcsolato-
kat egyarant tablazatok, adattablak (relaciok) segitségével kezeli (253. megjegy-
z¢s). Az adatbazis ebben a modellben a tablak Gsszességét jelenti.

Példaként tekintsiink egy ilyen tablat (254. abra). A rekordok egy-egy beteget,
a mezok pedig egy-egy tulajdonsagot adnak meg. A tablazat els6 sora a tabla ne-
vét, a masodik a mez6k nevét tartalmazza. Ha a mezék sorrendjét vagy a rekor-
dok sorrendjét felcseréljiik, akkor a tarolt adatok helyessége nem sériil.

Beteg
TAJ szam Név Sziiletési datum || Kezel6 orvos || Korterem
232 861 245 | Kond Eldéd 1961.03.21 Dr. Kiss 3
[152 351 254 | Tas Huba 1972.04.22 Dr. Kiss 2 j> rekord
342 864 213 | Almos Emese 1971.05.23 Dr. Nagy 1
mez6
254. abra

A ,.Beteg” tabla, amelyen kiemeltiink egy cellat, egy rekordot és egy mezdt.

Az viszont egyetlen tablaban sem fordulhat el6, hogy két sor teljes mérték-
ben megegyezzen. Ennek megfelelden minden tablaban 1étezik egy oszlop (vagy
az oszlopoknak egy olyan halmaza), amely a tabla barmely sorat egyértelmiien
meghatdrozza, azonositja. Ezt az oszlopot vagy oszlopkombinaciét hivjuk a tabla
elsddleges kulcsanak. Ezen kiviil az adott tablaban természetesen el6fordulhatnak
olyan oszlopok (vagy oszlopcsoportok) is, amelyek egy masik tablaban elsédleges
kulcsként szerepelnek. Az olyan azonositot, amely egy masik tablaban az elsédle-
ges kulcs szerepét tolti be, de az adott tablaban nem, kapcsolo kulcsnak nevezziik,
de hasznalatos még a kiils6 vagy idegen kulcs elnevezés is. A 254. abran a ,,Beteg”
tablaban a TAJ szam lehet elsédleges kulcs, hiszen ebbdl nincs két azonos (255.

megjegyzés).

Ha egy adott tabla rekordjai valamilyen moédon egy masik tabla rekordjaihoz
tarsithatok, azt mondjuk, hogy a tablak kozott kapcsolat all fenn. Két tabla kdzott
haromféle kapcsolat allhat fenn: egy az egyhez (1:1), egy a tobbhoz (1:n vagy n:1)
vagy tobb a tobbhoz (m:n) kapcsolat. Az els6 kettd értelemszeriien kovetkezik a
legaltalanosabb, tobb a tobbhoz kapcsolat meghatarozasabol.

Két tabla akkor all tobb a tobbhoz kapcsolatban, ha az elso tabla egy rekordja a
masodik tabla tobb rekordjahoz kapcsolodik, és a masodik tabla egy rekordja is
tobb rekorddal all kapcsolatban az elsd tablabol. Ezt a kapcsolatot egy kapcsolo-
tabla segitségével hozzuk létre. Ily mdédon egyszeriien tarsithatunk rekordokat az
egyik tablabol a mésik tabla rekordjaihoz, €s a kapcsolotabla arrdl is gondoskodik,
hogy a kapcsolddo adatok hozzdadasa, torlése vagy modositdsa soran semmilyen
probléma ne 1épjen fel. Példaul, ha egy konyvtari adatbazis két tablaja az ,,Olvasd”
és a ,,Konyv”, akkor ezek Osszekapcsolasaval nyilvantarthatjuk, hogy melyik
konyv kinél van (256. abra).

v
Olvasé
Olvaséazonosito Név Lakcim
Kolesonzés 10101 Kovécs Jozsef | 9985 Fels6szolnok, Templom ut 112.
Kélcsﬁn%érs- L pO— 10102 Asztalos Janos | 7345 Alsomocsolad, Kossuth u. 132.
LAY 10103 Szekér Julia | 4732 Cégénydanyad, Rakéczi Ferenc u. 223.
001 10102 00125
002 10102 00123 Konyv
003 10101 00124 Konyvazonosito Szerz6 Cim Kiado
004 10101 00126 00123 Arany Janos Toldi Szépirodalmi Konyvkiado
005 10103 00123 00124 Pet6fi Sandor Janos vitéz Szépirodalmi Kényvkiado
00125 Bernolak Kélman | A fény Miszaki Konyvkiado
00126 Helmut Vogel Kompakt fizika | Springer Hungarica Kiado
4
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257. megjegyzés

Egy adatbazist altalaban tobben is hasznalnak,
ezért az adatokhoz vald hozzaférés felhasznaloi
jogosultsagokhoz kothetd.

A legfontosabb irodalmi forrasok:

A legfontosabb adatbazis-funkciok a rendezés, a sziirés €s a lekérdezés. Rende-
z¢€s segitségével konnyen megkereshetiink egyszerii feltételeknek megfeleld rekor-
dokat az adattablaban.

Az adatok szlirése azt jelenti, hogy megadunk egy logikai feltételt
(sztir6feltételt), és a program csak azokat a rekordokat jeleniti meg, amelyek ennek
a feltételnek eleget tesznek. Ha példaul egy adott mez6 szerinti feltételt allitottunk
be, akkor mar csak az annak megfelel6 rekordok jelennek meg, de ezt tovabb sziir-
hetjiik egy masik mez0 szerinti feltétel megadasaval stb.

Adott tulajdonsagu adatok listazasanak masik modja a lekérdezés. A lekérdezé-
sek segitségével az adatbazisbol

e megjelenithetjiik,

e moddosithatjuk,

o tordlhetjiik
az adott feltételeknek megfeleld adatokat. A kapcsolotablak épp azt teszik lehetd-
vé, hogy két vagy akar tobb tablabol egyetlen lekérdezéssel jelenitsiikk meg az 6sz-
szetartoz6 adatokat.

Fontos megemliteni még a jelentéseket, amelyek az adatbazis adatainak rende-
zett, megfeleléen csoportositott, nyomtathatdo formaban torténé megjelenitésére
szolgalnak (257. megjegyzés).

Igen fontos adatbazis-funkciokat segité megoldas a mezdk indexelése. Példaul
a nagyméretli, esetleg tobb millié rekordot tartalmazo tablak fizikai atrendezése
nem célszerti, ehelyett a kivalasztott mez6khoz indextablat készitenek, amely az
adott mez0 szerint tartja nyilvan a rekordok sorrendjét, és sziikség esetén a prog-
ram ennek megfelel6en jeleniti meg az adatokat. Az indextabla az adatok bevitele-
kor, torlésekor, modositasakor folyamatosan frissiil. Az indexek alapjan a rekor-
dok gyorsan sorba rendezhetdk, és egy masik index aktivizalasaval konnyen at
lehet allni egy masik szempont szerinti sorrendre. Az adatbaziskezel4-szoftver a
kereséseket is az indextablaban végzi, amely sokkal gyorsabb, mint ha sorban kel-
lene végignézni az Gsszes rekordot.
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Név- és targymutato

abszolut értelemben hasznalt valtozo
37

abszolut gyakorisag 4

adaptiv szabalyozas 86

adat 2

adatbazis 89

adatbazis kezeld szoftver 89

adatmennyiség 83

adatmezd 89

adatmodell 89

adatrendszer 13

adatrendszer eloszlasfiiggvénye 13

adatstiriiség 17

additiv hibatag 64

ado 82

alapsokasag 33

algoritmikus programozasi nyelv 88

algoritmus 86

al-Hvarizmi 86

alland6 hozzaadasa (eltolasi transzfor-
macid) 31

allandoval valo szorzas (nyujtasi transz-

formacio) 31
alnegativ arany 74
alpozitiv arany 74
alternativ hipotézis 48
analog jel 83
AND miivelet 88
aritmetikai és logikai egység 88
assembler-szint{i programozas 88

aszimptotikusan torzitatlan becslés 39

asszociacio 63
atlag 22
atlagos négyzetes eltérés 39
attribitum 90
bajt 83
Bartlett-proba 70
becslés 36
— elégséges 39
— hatasos 38
— konzisztens 38
— torzitatlan 38
becsléses illeszkedésvizsgalat 57
Bernoulli 26
binaris valtozok 37
Binomialis eloszlas 25
bit 80
biztos esemény 7
Boole-algebra 89
Boole-féle valtozo 88
cella (tablazaté) 89
centralis hatareloszlas tétel 29
cim (tarolo rekesz¢) 87
csatorna 82
csatornakapacitas 82
csoportok (varianciaeclemzésben) 69
dekodolo 82
determinécios egyiitthatd 67
determinisztikus torvényszertiség 3
diagnosztikai effektivitas 74
diagnosztikai paraméterek 74
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diagnosztikai tesztek 73
dichotom valtozok 37
digitalis jel 84
digitalizalas 84
digitalizalt jel 84
diszjunkcio 88
diszkrét valtozo 13
dontés 46
egyed 89
egyenletes eloszlas 25

—— (diszkrét) 25

— — (folytonos) 27
egyesités (eseményeké) 7
egymast kizaré események 8
egyoldalu préba 51
egyszerl linearis regresszid 65
egyiittes eloszlasfliiggvény 30
egyiittes slirliségfiiggvény 30
elégséges becslés 39
elektronikus digitalis szamitogép 87
elfogadas (nullhipotézisé) 48
elfogadasi tartomany 51
ellentett esemény 7
elméleti eloszlasfiiggvény 35
eloszlas 12
eloszlastol fiiggetlen modszerek 53
els6dleges kulcs 90
els6faji hiba 51
elterjedtség (prevalencia) 74
eltolasi transzformacié 31
elvetés (nullhipotézisé) 48
elvetési tartomany 51
értéktartd szabalyozas 86
érzékenység (szenzitivitas) 74
ES miivelet 88
esélyérték 9
esélyhanyados 71
esemény 3
eseménytér 7
eset (eset-valtozo tablazatban) 37
exponencialis eloszlas 27
feltételes relativ gyakorisag 5
feltételes stirtiségfiiggvény 30
feltételes valoszintiség 11
Fisher-féle egzakt proba 57
folytonos valtozo 13
folytonos jel 83
folytonossagi korrekcio 60
forditoprogram 88
Fourier 84
fiiggetlen minta 34
fiiggetlen val6szintiségi valtozok 30
fiiggetlenség 9
fiiggetlenségvizsgalat 56
Galton 68
Gauss 28
gépi kod 88
Gosset (Student) 44
gyakorisagi eloszlas 18
gyakorisagstriség 18
halmaz 5

halmaz elemei 5
hardver 87
hartley 80
hatasos (hatasosabb) becslés 38
hatékonyabb proba 54
hipotézisvizsgalat 36
hisztogram 18
homogenitas-vizsgalat 56
idegen kules 90
illeszkedésvizsgalat 56
indexelés 91
indextablat 91
induktiv statisztika 4
informéaci6 78
— felhasznald 82
— forras 82
informaciotechnoldgia 78
informatika 78
interkvartilis terjedelem 24
intervallum 37
intervallum becslés 43
iranyitd 85
iranyitott jellemzd 86
—rendszer 85
jel 2
jelenség 3
jelentés 91
kapcsolasi algebra 89
kapcsolat 90
kapcsolo kules 90
kapcsolo tabla 90
kapcsolt rangok 53
kategorialis valtozo 37
kategorizald transzformacio 53
kétoldalu proba 51
kezelés (varianciaelemzésben) 69
kiegyensulyozott kisérleti elrendezés 70
kimenetel 3
kisérlet 3
kisérlet entropidja 78
kod 82
kodolas 82
kohort 72
kommunikécio 78
konfidencia 43
— hatarok 43
— intervallum 43
—szint 43
konjunkcié (ES miivelet) 88
kontingencia tabla 58
konzisztens 38
—préba 52
korrekt klasszifikacio 74
—negativitas 74
— pozitivitds 74
korrelacios egyiitthato 32
korrelacios t-proba 63
korrelalatlan valoszintiségi valtozok 32
korrigalt tapasztalati szorasnégyzet 41
kovariancia 32
kovet6 szabalyozas 86



kozos rész (eseményeké) 8
kritikus értékek 51

— tartomany 51
Kruskal 62
kiilonbsége (eseményeké) 8
kiils6 kules 90
kvantalas 84
kvantilis 23
kvartilis 23
legkisebb négyzetek modszere 65
lehetetlen esemény 7
leiro statisztika 4
lekérdezés 91
Levene-proba 70
logikai valtozo 88
logikai aramkori elemek 87
log-normalis eloszlas 68
maga utan von (egyik esemény a masi-

kat) 8
magyarazd valtozo 64
magyarazott valtozo 64
Mann 62
MA-regresszio 67
masodfaji hiba 51
matematikai modell 2
median 23
megbizhatosag 36
megfigyelés 3
megfigyelési egység 33
memoria 87
mezd 89
mezoérték 89
minta 33

-vétel 33

-vételezés 84
modell 2
modositott jellemzd 86
modusz 24
multiplikativ hiba 68
nat 80
negacio 88
negativ korrelacié 32

— visszacsatolas 86
NEM miivelet 88
nemparaméteres eljarasok 53
Neumann 87
nomindlis 37
normadlis eloszlas 28
normalt eloszlas 12
NOT miivelet 88
nulleloszlas 54

-hipotézis 48
nyilt hataslanct iranyitas 86
Nyquist 84
nyu;jtasi transzformacié 31
operacios rendszer 87
OR miivelet 88
ordinalis valtozd 37
osztalyok 18
Osszeg (valoszintségi valtozoké) 31
Osszetett kulcs 90

Osszetett megfigyelés 9
paraméter (eloszlasoké) 25
paraméteres eljarasok 53
parositott mintak 53
Pearson-féle korrelacios egyiitthaté 64
peremeloszlas 30
Poisson-eloszlas 26
pontbecslés 43
pozitiv korrelacio 32
PP &bra 57
prevalencia (elterjedtség) 74
proba ereje 52
processzor 87
program 87
program szerinti szabalyozas 86
QQ abra 57
RAM 88
rangok 53
rangsor transzformacioé 53
redundancia 82
referencia tartomany 45
regresszid 33
regresszids egyenes 65
— gorbe 33
rekord 89
relacio 89
relacios adatmodell 89
relativ entropia 82
— gyakorisag 5
— gyakorisagi eloszlas 18
— gyakorisagsiriség 18
— kockazat 72
relevancia 74
rendezés 91
reprezentativ minta 33
rétegzett mintavétel 34
rezidualis szoras 66
reziduum 65
robusztussag 54
ROM 88
Shannon-féle entropia 81
Shapiro—Wilk-proba 70
SMA-regresszid 67
Spearman-féle rangkorrelacios egyfiitt-
hato 64
specificitas 74
SQL 90
standard hiba 39
standard normalis eloszlas 31
standardizalas 31
statisztika 38
— alaptétele 35
statisztikai probak 49
statisztikus kapcsolat 32
— torvényszertiség 3
Student—eloszlas 44
stiriiségfiiggvény 19
szabadsagfok 41
szabalyozas 86
szamitastechnika 78
szamszerl valtoz6 37

szegregancia 74
szenzitivitas (érzékenység) 74
szignifikancia szint 51
szignifikans 50
szisztematikus mintavétel 34
szoftver 87
szoras 24
szorasnégyzet 24
szorzata (valoszinliségi valtozoké) 31
szlirés 91
t-eloszlas 44
tabla 89
tapasztalati eloszlasfiiggvény 35
tarol6 rekesz 87
——tartalma 87
——cime 87
teljes eseményrendszer 8
teljes valoszintség tétel 11
tényez6 (varianciaclemzésben) 69
terjedelem 24
tévedési valoszinliség 36
téves figyelemfelkelt6 ardny 74
— megnyugtatasi ardny 74
tiszta illeszkedésvizsgalat 57
torzitas 39
torzitatlan becslés 38
tobbszords linearis regresszio 67
t-proéba 54
tulajdonsag (attribatum) 89
u-proba 50
VAGY mivelet 88
valdsziniiség 7
valdszintiségeloszlas 12
valdszintiségi valtozo 13
— — eloszlasfiiggvénye 15
valoszinliségszamitas 3
valtoz6 (halmaz altalanos eleme) 5
valtozo (statisztikaban) 34
valtozok (eset-valtozo tablazatban) 37
varhat6 érték 23
variancia 25
varianciaelemzés 55
véletlen hiba 39
— mintavétel 34
vetiileteloszlas 30
vevl 82
vezérlés 86
visszacsatolas 86
visszatevés nélkiili mintavétel 34
visszatevéses mintavétel 34
Wallis 62
Welch-préba 55
Whitney 62
Wilcoxon 61
zajok 82
zart hataslancu iranyitas 86
zavaro jellemzd 86
y-closzlas 42
7y -eloszlas 42
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Statisztikai tablazatok

t-eloszlas 7z *-eloszlas
p (egyoldal proba) P

04 | 025 [ o1 | 005 [ 0025 | 001 | 0005 v | 099 [ 0975 | 095 | 005 [ 0025 | o,
v p (kétoldalt proba) 1 0,000015]0,000098]0,000393| 3,84 5,02 6,63
0.8 0,5 0,2 0,1 0,05 | 0,02 | 0,01 2 | 00201 | 00506 | 0,103 5,99 7,88 921
1 | 0325 | 1,000 [ 3078 | 6314 | 12,70 | 31,82 | 63,65 3 | 0115 | 0216 | 0352 781 935 1134
2 | 0289 | 0,816 | 1,886 | 2,920 | 4303 | 6,965 | 9,925 2 | 0207 | oasa | o711 9.4 114 | 1328
3 ] 0277 | 0765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 5 | 055t | oot 15 07 | 2 | 150
4 | 0271 | 0,741 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 s o5 -y s 25 | 1245 | tesl

5 | 0267|0727 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3365 | 4,032
7 1,24 1,69 2,17 1407 | 1601 | 1847

6 | 0265 )] 0,718 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
7 | 0263|0711 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499 8 165 218 273 1551 753 | 200
8 | 0262 | 0,706 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 2 209 270 3,33 1692 | 1902 | 21,67
9 [ 0261 | 0,703 | 1,383 | 1,833 | 2262 | 2.821 [ 3,250 10 ) 256 | 325 [ 394 | 1831 | 2048 | 2321
10 | 0260 | 0,700 | 1372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169 1T ) 305 361 457 | 1968 | 21,92 | 2472
11 | 0260 | 0697 | 1363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 12 1 357 4,40 5,23 21,03 | 2334 | 2622
12 | 0259 | 0,695 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 13 4,11 5,01 5,89 2236 | 24,74 | 27,69
13 | 0259 | 0694 | 1350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 14 | 466 5,63 6,57 23,68 | 26,12 | 29,14
14 | 0258 | 0,602 | 1345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 15 | 523 6,26 7,26 2500 | 27,49 | 30,58
15 | 0258 | 0691 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 16 | 581 6,91 7,96 2633 | 2885 | 32,00
16 | 0258 | 0,690 | 1337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 17 | 641 7,56 8.67 2759 | 30,19 | 3341
17 0,257 | 0,689 1,333 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898 18 7,01 8,23 9,39 28,87 31,53 34,81
18 | 0257 | 0,688 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 1 | 763 891 1012 | 3014 | 3285 | 36.19
19 | 0257 | 0,688 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861 20 | 826 9.59 1085 | 3141 | 3217 | 3757
20 | 0257 | 0,687 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 = 8.90 T028 | 110 | 3267 | 35.48 | 3893
21 | 0257 | 0,686 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 2 | 954 1005 | 1233 | 3302 | 3675 | 2025

22 | 0256 | 0,686 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 | 0256 | 0,685 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 2 {1020 | 1109 | 1309 | 517 | 808 ] 4164
24 | 0,256 | 0,685 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 24 10,86 12,40 13,85 36:42 39:36 42,98
25 | 0256 | 0,684 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 25 ) 1152 ) 1312 | 1461 | 37,65 | 40.65 [ 4431
26 | 0256 | 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 26 | 1220 | 1384 | 1538 ] 3889 | 4192 | 4564
27 [ 0256 [ 0684 | 1314 [ 1,703 | 20052 | 2473 | 2771 27 | 1288 | 1457 | 1615 | 4011 | 43,19 | 4696
28 | 0256 | 0683 | 1313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 28 | 1356 [ 1531 | 1693 [ 41,34 [ 4446 | 4828
29 | 0256 | 0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 29 | 1426 | 16,05 17,71 42,56 | 45,72 | 49,59
30 | 0,256 | 0,683 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750 30 14,95 16,79 18,49 43,77 46,98 50,89
40 | 0255 | 0,681 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 31 | 1566 | 17,54 | 1928 | 4499 | 4823 | 52,19
60 | 0255 | 0,679 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,66 32 | 1636 | 1829 | 20,07 | 46,19 | 49,48 | 53,49
120 | 0254 | 0,677 | 1,289 | 1,658 | 1,980 | 2,358 | 2,617 33 | 17.07 | 1905 | 2087 | 47.40 | 5073 | 5478
oo | 0250 | 0,674 | 1282 | 1,645 | 1,960 | 2,326 | 2,576 34 | 17,79 | 1981 | 21,66 | 4860 | 51,97 | 56,06
35 | 1851 | 2057 | 2247 | 4980 | 5320 | 57,34
40 | 22,16 | 2443 | 26,51 | 5576 | 5934 | 63,69
50 | 29,71 | 3236 | 3476 | 6751 | 7142 | 76,15
60 | 3748 | 4048 | 43,19 | 79,08 | 8330 | 8838
100 | 70,06 | 7422 | 7793 | 1243 | 1295 | 1358
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