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Bernoulli-Experiment

das Zufallsexperiment hat zwei mogliche Ausfalle:

E (Erfolg), E (Misserfolg)
das Experiment wird n mal wiederholt (n Stufen)
die Wahrscheinlichkeit in einem Einzelversuch

fur Eist: p(E)=p, furp(E)=1-p=q

— Die Wahrscheinlichkeit flr das Eintreten des betrachteten
Ereignisses E ist in jedem Einzelversuch gleich.

— In jedem Einzelversuch ist das Ergebnis unabhangig von
den Ergebnissen aller anderen Versuche.

L L ' - L Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass wir bei einem n-mal
. A | A LP E A A wiederholten Experiment (n-stufiges Bernoulli Experiment)
A A ' ' . ' genau k-mal Erfolg haben.
B0 o http://ccl.northwestern.edu/netlogo/models/GaltonBox 2
KAD 2013.10.02
Wirfelversuch als Bernoulli-Experiment furn=3 (5 125 o
— AZ6 0-mal: p, :1(6) (Ej =216 EEE
E (Erfolg) entspricht der Augenzahl 6 (AZ6), p(E):1=0.166 ::-,- S l
. s s 1-3(3)(3] -
) _ 5 == "7 Te)6) 216
E (Misserfolg) entspricht den Augenzahlen nicht 6, p(E)=—-=0.833 A’
6 o l 1 2 5 1 15 i
wzszmt =3[ 5] - i
furn=1 P« On=1 6)\6 216
AZ6 0-mal: p,= 1-0.166 = p(E) 17 1°(5° 1
AZ6 1-mal: p, = 0.166 = p(E) 05 AZ6 3-mal: p, :1U U _ EEE
(=p, = 0.833+0.166=1) 0 — 6)\6) 216
0 1 K (Zp=1) Pk On=3
1 .
furin=2
On=2
AZ6 0-mal: p,=0.833-0.833 S " b =" or = pyt 0.5
AZ6 1-mal: p;=0.833:0.166+0.166-0.833 | kK k 0 L
AZ6 2-mal: p,=0.166-0.166 7 B | | |
(Zpk= 1p)2 0 i 1 n 0 1 2 3 k
0 1 2 Kk n Experimente, k Erfolge, [k] : Anzahl der mdglichen Reihenfolgen
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Binomialverteilung
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Bernoulli-Experiment Binomialverteilung

p, ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir bei einem n-stufigen
Bernoulli-Experiment genau k-mal Erfolg haben

die Wahrscheinlichkeit dass die ersten k Versuche Erfolg
haben und die anderen misserfolglich sind:

.2 : . n

-
k n-k k n-k

Jede andere Reihenfolge der k Ergebnisse und n-k
Gegenergebnisse haben die selbe p*(1-p)"*
Wahrscheinlichkeit.

Wieviele mdgliche Reihenfolgen gibt es?

P(E.E,..E,E E,..E)=p(E)-p(E)-...p(E)- p(E)- p(E )-...p(E ) = p*(1- p)"™
o

Kombinatorik:

Sollen k Objekte in beliebiger Reihenfolge aus n Objekten ausgewahlt
werden, ergeben sich:

N D @ kiy nl [nj Fakultat von n b L
1.2 .k kKl(n—k)! (k 1= 1
Méglichkeiten, wobei n! = 1-2-... -(n-1)-n. g: = é
(Kombination aus n Elementen zur Klasse k 41 = 24
ohne Wiederholung) 5| = 120
g3 8 124 6! = 720

zB: n=3, k=2 [2]=2!.1!=12 1=3 71= 5,040
8l = 40,320

gl = 362,880

EEE EEE EEE 101 = 3,628,800
111 = 39,916,800

121= 479,001,600

131 = 6,227,020,800
141 = 87,178,291,200
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Mlnzenversuch als Bernoulli-Experiment

zwei Miinzenversuche: E (Erfolg) entspricht Zahl (=
p=1/2,1- p =1/2, n=2
n k n-k Px Hn=2
Px —[k]p (1-p) 0.5 - —
fur p=1/2 vereinfacht sich: p, = ny 1Y 04 -4
g kR 2) g5 )
1\ 1 027 fb{'} f“:’ j:: :
(1Y _2_1 0
P=235) =273 0 1 2 k
(A1) ]
P2 = 2 "4 Po*P1*py=1 .
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01 0.05
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Genotyp IAIA L AT | 1A | i

Lo . 1 1 1 1
Wahrscheinlichkeit 2 " 2 2
Fenotyp A 0
Wahrscheinlichkeit 2 :

Nennen wir als ,Erfolg” (E), wenn das Kind eine Blutgruppe 0
, wenn seine Blutgruppe nicht O ist.
)

=3/4=0.75 p(E)+p(E)=1

hat und ,Misserfolg” (E)
p(E)=1/4=0.25 p(E

Die Familie hat n Kinder. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,

dass k Kinder eine Blutgruppe 0 haben? 1

n: Anzahl der Kinder, k: Anzahl der Kinder mit BGO

. X
fur n=1 1
(BGO 0-mal:) p,=0,75=p(E) On=1
(BGO 1-mal:) p,=0,25=p(E) 0.5 7

(=p, = 0,75+0,25=1) 0 |

0 1 k

XX
(BGO 0-mal:) p,=0,75-0,75 =0,5625 0.6 -
(BGO 1-mal:) p,=0,75-0,25+0,25-0,75=0,375 (4 - On=2
(BGO 2-mal:) p,=0,25-0,25 = 0,0625 02 -

(Zp = 0,5625+0,375+0,0625=1) 0 =
allgemein: Sei: p(E)=p p(E)=1-p=q 0 1 2 k

n Experimente, k Erfolge

n
(k} Anzahl der moglichen Reihenfolgen
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Bernoulli-Experiment, Binomialverteilung

zB: 60% der Patienten haben Grippe. 4
Heute kommen 4 Patienten. P, =[ ](0.6)k(0.4)4k
p=06 n=4 K
4 0 4 0.4 Pk _
P, =| - 0.6)(0.4)' =0.0256 On=4
[OJ( e 0.35 -
4 o 0.3 1
=| |(0.6)'(0.4) =0.1536
o[ Josroa) oo |
4 (0.6)°(0.4) =0.3456 027
Pe=| o JOOF AT =5 0.15 -
0.1 -
b= osr 04y ~024s6 0.05 -
0
ZAVRSPR k
Pi=(, (0.6)(0.4) =0.1296 o 1 2 3 4
14

Binomialverteilung

p=025<0.5 p=0.5 p=0.75>0.5
rechtsschief symmetrisch linksschief
Pk Pk Px
0.4 - 0.4 0.4 4
0.3 § 0.3 7 0.3 §
0.2 A 0.2 A 0.2 A
0.1 7 0.1 7 0.1 A
0 S B R R B B 0 L e e e 0 N s S B B R
0123456178 012345678 012345678
k k k

Die Funktion wird generell fir wachsendes n immer ,symmetrischer”.
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Erwartungswert und Streuung der Binomialverteilung

Tritt ein bestimmtes Ergebnis
mit Wahrscheinlichkeit p ein,
so haben wir bei n-maliger
Wiederholung etwa np solche
Ereignisse zu ,erwarten”.

Erwartungswert: | x=np

Erwartungswert(x;)=1-p+0-(1-p)=p

1

Erwartungswert(X) = > E(x,)=np

(identische Einzelprozesse)

theoretische Streuung: o =+np(1-p)

Varianz(x,) = E£(x,*) - (E(x,))’ =1’ p+0°(1- p)-p* = p— p* = p(1-p)
Varianz(X) = ZVarianz(X, )=np(l-p)

zB: 12 Wiirfelexperimente:
Wie oft tritt ,6” auf? V60
n=12, p=16, u=2 6

16




Poisson: Verteilung der seltenen Ereignisse

Es ist eine gute Naherung flr grol3e n und kleine p Werte

n— o
p—0

} np=x

Schatzung der seltener Ereignisse

Beispiel:

Py

?\’k
="e
k!

A

Die Wahrscheinlichkeit, dass man eine Krankheit bekommt,

ist p=0.001. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in
einer Stadt mit n = 2000 Einwohner k =0,1,2... Kranken gibt?
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Poisson Verteilung: Beispiel

Die Wahrscheinlichkeit, dass man eine Krankheit bekommt,

ist p=0.001. Wie grol} ist die

Wahrscheinlichkeit, dass es in

einer Stadt mit n = 2000 Einwohner k =0,1,2... Kranken gibt?

Neo,o2k 2 L,
A=np=2 pkzﬁekzﬁtﬁ po—ae =e“=0135
21
Py 03 - p, = —'e‘2 =2e2%=0,271
0.25 1 1
2
27 p, ==-e?=2e?%=0271
015 | 2
0.1 1 23 S 8 "
0.05 P :Ee =€e =0,181
0 U U T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k 18

P

Poisson Verteilung

Erwartungswert und Streuung der Poisson-Verteilung

Erwartungswert:

u=A

Varianz:

Theoretische Streuung:

Varianz(x)=4

o=+/1

Eine Verteilung, wo der Erwartungswert und die Streuung
voneinander nicht unabhangig sind!

20




Die ausgezeichnete kontinuierliche Verteilung:
Normalverteilung

Normalverteilung
(Gauss-Verteilung)

ey fur die dargestellte Funktion: #=3, o=1
Verteilungsdichtefunktion: f(x)= 1 e 20°
oN2r
h-¥4
) DL0998939U1 -
Parameter der Normalverteilung: Erwartungswert: u =
w
Streuung: o 5
fix)

-
Wendepunkte 4
° (die Krimmung der Kurve andert sich) =
~N

/ . !Dmm&m;;

by — o @
H 21 Pk &m Mo —
Position des Maximums und die Breite der Kurve Normalverteilung
A <xZff
e Glocken- “(x-u)? Position des fx) T f(x)
€ Maximums

bei 1

X
1 %4 dieFlache unter die Breite
oN2r der Kurve ist 1 der Kurve:
~20
<=
[}
0 7 X 0 7 X,

Hu2o

H—C U U+C X

U3 L Jletes




Standard - Normalverteilung

1. STATISTISCHE TABELLEN t'Vertel | un g Sfam | I | e

-VERTEILUNG

p (Irrtumswahrscheinlichkeit, einseitiger Test)
Freihets- | 04 [ 025 [ o1 [ 005 [0025 [ 001 0005

0.5 -
1 X ;
o h weinlic {3
f(x)=——e 2 =N(01) B [ pGmmomincheaicibes. cesisge Tes)
27 08 [ 05 [ 02 [ ol [o005 [o002 [0l
1 0,325 | 1,000 | 3,078 | 6,314 | 12,70 | 31,82 | 63,65
2 0,289 | 0.816 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9.925
3 0,277 | 0,765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 0271 | 0741 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3.747 | 4.604
=0 ol -
y2 I T T I 4 I T T 5! 0,267 | 0,727 | 1476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032 »
4 3 2 A 0 1 2 3 3 0265 | 0,718 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3.143 | 3.707 ,Glockenkurven
o= 1 7 n2R3 1 1415 TROS 1 23RS 1 2998 | 3499
0'5 T is U200 ubEq L3l L £,usy £,482 -1y Je gré&er ist der
26 | 0256 | 0,684 | 1315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 A
27 | 0.256 | 0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2473 | 2771 Freiheitsgrad,
28 0256 | 0,683 | 1313 | 1,701 | 2,048 | 2467 | 2,763 desto schmaler
29 | 0,256 | 0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 ; ;
30 | 0.256 | 0,683 | 1,310 | 1697 | 2.042 | 2457 | 2.750 ist die Kurve.
40 0,255 | 0,681 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2423 | 2,704
A 60 0,255 | 0,679 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,66
I 1 T T \% T T 1 120 0,254 | 0677 | 1,289 | 1,658 | 1,980 | 2,358 | 2,617 —
. |t =N(0,1)
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 w© 0,250 | 0,674 | 1,282 | 1.645 | 1,960 | 2,326 | 2,576 w
Pr.Buch Anhang S.27.2
Verteilung der Summe von Zufallsvariablen . -
9 Verteilung der Summe von Zufallsvariablen
Beispiel

Wir werfen mit ein/zwei Wiirfeln.

Welche Verteilung hat die Summe der Augenzahlen?

mit einem Wirfel — Gleichverteilun

g

mit zwei Wurfeln? — keine Gleichverteilung!

p(Augenzahl)

\
s s k 1

| ’IE 2 3 4 5 6 Augenzahl

p{Augenzahl) o
L P 0.
1/6 LY Py

123456 Augenzahl _/

p(Augenzahl)

123456 7 89101112
¥ Augenzahl

27

X, und X, sind unabhéngige Zufallsvariablen. Beide folgen dergleichen
Verteilung mit Erwartungswerten 4 bzw. u, und Streuungen o, bzw. o,.

Welcher Verteilung folgt die Summe: x=x; + x, ?

f(Xz) f( X )
A :
X, A!lz X, ;1 X

X hat eine Verteilung mit Erwartungswert 1=z, +u,
und Varianz ¢* = 67 + o

die additive GroRe ist die Varianz, nicht die Streuung! 28




Stabile und nicht stabile Verteilungen

Der Verteilungstyp ist stabil, wenn die Summe von zwei unabhangigen

indentisch verteilten Zufallsvariablen auch denselben Verteilungstyp besitzt.

stabile Verteilungen: nicht stabile Verteilungen:
Normal-, Binomial-, Poisson- Gleich-

Beispiel:

X, und x, sind unabhangige Zufallsgroen.
Beide folgen einer Normalverteilung mit Erwartungswerten g, bzw. z,
und Streuungen o, bzw. o.

Welcher Verteilung folgt der Durchschnitt X = 01X

it

x hat eine Normalverteilung mit Erwartungswert  u = 2

2 2
22012+022 {0': ((71+O'2)]

und Varianz o 2 2

29

Zentraler Grenzwertsatz

Es seien x4, X, X, unabhangige Zufallsgrof3en, die alle

derselben Verteilung haben. Die Verteilung der Summe

S = zx,_ nahert sich einer Normalverteilung, wenn n—ow .
i=1

Die Summe der Verteilungsfunktionen konvergiert gegen eine
Normalverteilung auch wenn die einzelnen Zufallsgréf3en keine
Normalverteilung haben.

Biologische Bedeutung:

Wenn ein Parameter (zB. Korpergro3e, Blutzuckerkonzentration)
durch viele (n —) anderen Faktoren (ZufallsgrofRen) beeinflusst
wird, folgt dieser Parameter einer Normalverteilung.

30

Wichtige Verteilungen der analytischen Statsitik

Khi-Quadrat (#?)
Verteilung

0.025

Wenn x;, X,
unabhangige
standardnormalverteilte
ZufallsgréRen sind, dann
hat die ZufallsgréRe

2 _ 2 2 2
Ao = X1+ X5 4.+ X,

Xn

0.015 0.02

0.01

eine sogenannte
2> —Verteilung mit
n Freiheitsgraden

0.005

p=n

0

c?=2n

der Modalwert der Verteilungen mit Freiheitsgrad n > 2: (n-2)

31

Wichtige Verteilungen der analytischen Statistik
t-Verteilung (Student-Verteilung)

X, X4, X5 ,... X, sind unabhangige, standardnormalverteilte
ZufallsgroRen. Dann die Grole

t = X

n 2 2 2
\/(x1 + X5 4.+ X))
n

folgt einer t-Verteilung mit Freiheitsgrad n.

Die t-Verteilung ist symmetrisch, 4,=0 (n = 2),

die Streuung ist: n

n-2

O =

32




Die Kurven der t-Verteilungen

Die Verteilungskurve
der t-Verteilung ahnelt
einer Glockenkurve
(wenn n—wm).

Die t-Verteilung ist
breiter als die
Normalverteilung.

Freiheitsgrad
—200

20

Uberblickstabelle

Lagemale Variabilitdtsmalle
diskrete Verteilung |/, — ZXiP(X,) ol = Z(Xi —u)’p(x;)
i i
2
X, — X
ZXI_ ) Z( i )
— ; S” =
X = n
n
empirische Werte 2
, X (XX
X = xh(x;) §% = - L
’Z ! ! n n
+o0 +00
kont. Verteilung = Ixf(x)dx o’ = I(X—y)zf(x)dx

Uberblickstabelle

Diskrete Verteilungen

2 " *
2
”12‘1 np(1-p) P
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Uberblickstabelle

Kontinuierliche Verteilungen

X

(X +x2+...+x2)
2 2 2
X2 X2+ X n

1 ~(x-u)? —x 2.2 X—p K
) z = x? e = f(t)=
b_a 1 e 2 1 e 2 n "2' siNn © tz%
a<x<b|oVeT 2z 5_1 2 [1+7J
b
a; 7 0 n 0 nz2
2
(b1—za) O_Z 1 2n nﬁz nZS
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