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Ebben az el6adasban a fliggvénytan elemeit tekintjik at. Erre mind a statisztika, mind a fizika
miatt szlikségiink lesz

Statisztikan kés6bb fliggvényekkel irjuk le a valdszinliségi valtozé eloszlasat, amikre majd az
Osszehasonlitdst szolgdlo statisztikai hipotézisvizsgalatokat alapozzuk. A kurzus vége felé pedig
megtanuljuk, mi a mérési pontokra valé figgvényillesztésnek a statisztikai alapja. A statisztikai
fliggvények elsésorban a valtozok véletlenszer(, stochasztikus viselkedését vizsgaljak (pl.
ugyanazt a mérést megismételve eltérések Iépnek fel a kimenetelben, amit a mult 6ran tanult
gyakorisagi figgvényekkel tudunk majd jellemezni.)

A biofizika tantargynak pedig az alapja a fizikai mennyiségek mint valtozék ko6zotti kapcsolat
megallapitasa, matematikai leirasa. Itt elsésorban olyan kapcsolatokat irunk le, amikor az egyik
mennyiség egyértelm(ien meghatdrozza a masik mennyiség értékét (pl. egy tartalyban lévé gaz
térfogata és h6mérséklete). Az ilyen kapcsolatokat determinisztikusnak nevezziik.

A valdsdgban nincsenek tisztan determinisztikus jelenségek, és a tisztan stochasztikus is ritka,
inkdbb a keverékiik a jellemzé.



. e ’
Mi a fuggvény?
Egy halmaz elemeihez egyértelmiien hozzarendeljik egy masik halmaz elemeit

ERTELMEZESI TARTOMANY
BEMENET (ARGUMENTUM, (DOMAIN)

FUGGETLEN VALTOZO)

fliggvény
mint

| x| -1]0l1]2]3 /4[5
419

o I I 16 25
)

x = flx) or y=flx)

[y oy )}

gép

1 & 0 91625
KIMENET (ERTEK,
FUGGO VALTOZO) KEPHALMAZ
flx) vagy y (RANGE)

A flggvény definicidja roviden egyértelmU hozzarendelés. A fliggvény egy matematikai
absztrakcio, igy célszer(ibb példakat felhozni, hogy azon keresztiil tudjunk altaldnositasokat
levonni. Flggvény példaul, ha egy betegcsoport tagjainak megadom a nevét: ekkor az adott
személyhez hozzarendelek egyetlen nevet. Ugyanezt megtehetem az életkoraval,
testmagassagaval, testtomegével. Persze ezeket az adatokat egymashoz is rendelhetem: pl. a
beteg nevéhez a beteg vércsoportjat, illetve a beteg nevéhez a beteg testmegessagat, vagy a
beteg testmagassdgdhoz a beteg testtomegét stb. A matematikdban hasznalt fliggvények kozil
korabbi tanulmanyainkbdl azokat ismerjiik, amelyek szdamokhoz szamokat rendelnek.

A fenti dian lathato példaban pl. a {-1; 0; 1; 2; 3; 4; 5} szamokhoz rendeljik hozza a négyzetiiket.
A fliggvény bemeneti értékeit (input), azaz amelyekhez hozzdrendellink valamit, szokds nevezni
a fuggvény argumentumanak, helyének, vagy figgetlen valtozdjanak. Ezen argumentumok
Osszességét nevezzik értelmezési tartomanynak (domain), D-vel jelolik.

Minden értelmezési tartomany beli szdmhoz hozzarendeljlik thedt a négyzetét, vagyis teljesiil a
fliggvénykapcsolattal szembeni elvaras: minden fliggetlen valtozéhoz rendellink egy fliggé
valtozét, de pontosan egyet. Az példaul el6fordulhat, hogy két bemenethez is ugyanazt a
kimenetet rendeljiik (a példankban -1 és 1 négyzete is egy) de az nem, hogy egy bemenethez két
kimenet tartozzon (egy szamnak csak egy négyzete van), illetve az sem, hogy valamelyiknek ne
legyen négyzete. A kimeneti értékeket nevezik figgvényértéknek vagy fliggd valtozénak is,
egylttesen a képhalmazt (iamge vagy range, jele: R) alkotjak.

A fliggvénykapcsolatot megadhatjuk tablazatosan, de ha numerikus védltozéhoz rendeliink
numerikus valtozét, akkor a matematikai egyenlettel valdo megadast kedveljik. llyenkor x = f(x)
formaval jeldljiik, ahol f a latin functio ‘figgvény’ jele. Egyvaltozds fliggvényekben a fliggd
valtozé jele hagyomanyosa y vagy f(x), a fliggetlené x.
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Miel6tt ratérnénk a konkrét fliggvénytipusokra, utaljunk vissza az elsé el6adason megtanult
valtozétipusokra. Elég most az “elsé megkdzelités”-nek nevezett felosztdst alapul venni. Azokban
az esetekben, ahol mind a fliggetlen, mind a fligg6 valtozé numerikus, a kapcsolat jé eséllyel
megadhatd valamilyen matematikai egyenlettel, és a fliggetlen valtozé—fliggd valtozo
értékpdarok abrazolhatdk grafikonon, Descartes-féle koordindtarendszerben. Ha valamelyik
valtozé nem szamszer(, akkor csak a gyakorisagokkal (hany embernek A-s a vércsoportja), illetve
logikai kapcsolatokkal (ha valaki akromegalids, akkor agyalapi mirigy m(ikodési zavara van)
tudunk foglalkozni.

Egy masik megfontolandd, hogy a valtozok egy része kdzott teljesen egyértelm(
fliggvénykapcsolat van: az idealis gdzmodell alapjan a hémérséklet a térfogattal ardnyos (izobar
koriilményeket feltéve), azaz barmely h6mérséklethez egyértelmlien meg tudjuk adni a
térfogatot: ezt a fajta viszonyt determinisztikusnak, meghatdrozottnak nevezziik. Ha ellenben
egy kockat feldobok, akkor ennek a kisérletnek a kimenetelében nagy szerepet jatszik a véletlen,
az ilyen valtozét véletlenszer(inek, stochasztikusnak nevezziik. A valésagban vizsgalt valtozék
kozotti kapcsolatok esetén a determinisztikus és a stochasztikus hatasok is jelen vannak.

El6szor tekintsilik at a valtozok kozotti determinisztikus kapcsolatot leird legfontosabb
fliggvényeket.



Linearis fuggvény
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“DIFFERENCIALIS” ALAK

Elsének tekintsiik a linedris fliggvényt. Altalanos egyenlete y=ax+b (esetenként a paraméterek
jelolése eltérhet). Az egyenletben y a fligg6 és x a fliggetlen véltozd, a és b paraméterek.

Ha az y érték az ismert, szlikség lehet az x-re kifejezett (x-re explicit) alakra: x=(y—b)/a

Miel6tt tovabbmennénk, tisztazzunk par fogalmat. Ha egy fliggvényt egyenlettel irunk fel, abban
mindig szerepelnek paraméterek és valtozdk. A valtozékrdl el6bb mar széltunk. A paraméterek
egy adott jelenséget leird fliggvényben nem valtoznak, mig a valtozok a D, illetve R elemeit
veszik fel. A paraméterek értékei csak akkor valtoz(hat)nak, ha mas valtozék kozotti
fliggvénykapcsolatot targyalunk. A paramétereket szokas allandonak (konstans) is nevezni,
azonban ez az elnevezés keriilend8, mivel a paraméterek értéke nem tgy allandd, mint a
matematikai vagy fizikai (“univerzalis”) allandoké (m, e, k, R stb.), hanem csak az adott esetben.
Tartsuk meg ezért az dllandd (vagy konstans) elnevezést ezeknek. Persze a gyakorlatban sokszor
el6fordul az elnevezések keveredése. Haszndalatos még az egyltthatd (= koefficiens) elnevezés is,
ezt olyan paraméterekre, szdmokra hasznaljak, amelyekkel egy valtozét (vagy valtozét
tartalmazo kifejezést) megszorzunk, igy a szorzod (=faktor, tényezd) is hasznalhatd ra.

Térjink vissza a linearis figgvényre. A fliggvény grafikonjanak segitségével, illetve megfelelé
értékek behelyettesitésével megallapithatjuk a paraméterek szemléletes jelentését. Ha x értékét
0-nak vesszik akkor y=a0+b=b. Vagyis a fliggvény grafikonja b-nél metszi az y-tengelyt. Azon
Ossszefliggéseknél, amikor b=0, a fliggvény egyenese az origdn megy at, ilyenkor egyenes
aranyossagrol beszéliink.

Ha az x érték 1-gyel n6, akkor kiszdmolhatd, hogy y értéke a-val n6. Ha x 2-vel ng, akkor y 2a-val,
ha x 3-mal ng, akkor y 3a-val s.i.t. Ezeket a novekményeket szakaszokkal jelolve derékszogl
haromszoget kapunk: a vizszintes befogd x ndvekménye (valtozdsa, Ax), a fuggbleges befogd y



ndévekménye (valtozasa, Ay), az atfogot pedig az egyenes grafikonja adja. Az elGbbi példakbal
lathatd, hogy a-t akkor kapjuk meg, ha Ay-t osztjuk Ax-szel; ez egyben az egyenes iranyszogének
tangense (irdnytangense) is. a-t nevezziik meredekségnek.

A linearis fliggvény nem csak az egyes x-ekhez rendelendé y-ok kiszdmolasanak médjat leird
egyenlettel adhatok meg (integralis alak), hanem az y megvaltozasahoz tartozé x megvaltozassal
is (differencidlis alak). Az el6bbiekben leirtak alapjan vildgos, hogyy megvaltozasa x
megvaltozasaval aranyos (az aranyossagi tényezd pedig a).

Feladat: Keresslink a biofizika képlettarban olyan fliggvényeket, ahol a fliggd és fliggetlen valtozd
linearis viszonyban vannak! Rajzoljuk meg a fliggvény grafikonjat és jeloljik a paramétereket!

Linearis flggvényekkel a kovetkezd gyakorlatok soran talalkozunk:
4. Refraktometria [torésmutaté — koncentracio]

7. Polarimetria [elforgatdsi szog — koncentracid, illetve cs6hossz]
11. Gammaenergia [fotocsucsfesziiltség — fotonenergial

21. Rezonancia [er6 — megnyulds]

26. Szenzor [akcidspotencial-frekvencia — receptorpotencial]



Exponencialis fliggvény: 1. példa

4500000

eltelt baktéri-
4000000 - 6 e
szama
3500000 * :
x2
3000000 - &= @ - . g :
: ”
2500000 A = 40 2.0=22=1 5 ,
p-- (- 43=73-3 €~
2000000 @ 20 - % %2
x2
1500000 100 25-32
=0 f 120 26=64 o 2
1000000 -
500000 o= t/20mih
0 —

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440

Az exponencialis fliggvény nagyon sok természeti jelenségnél jelen van, és a definicidja sem
kiilondsképpen bonyolult, mégis sokszor nem elég mély a megértése. Taldn néhany példa
atbeszélése segit ebben.

Az Escherichia coli baktérium két osztddasa kdzott kb. 20 perc telik el, vagyis kb. 20 perc a
megkett6z6dési id6. Ha az egyszer(liség kedvéért feltesszik, hogy az osztédo sejtek mindvégig
szinkronban maradnak, akkor a tablazatban sorolt sejtszam lesz megfigyelhetd. Megfigyelhetjik,
hogy az id6 minden 20 perces abszolut valtozasa a sejtszam kétszeres relativ megvaltozasat
eredményezi. Ez nagyon gyors szaporodast fog eredményezni. (Természetesen a valdsdgban ez
nem tart a végtelenségig, mert a tapanyagok elfogytaval stagndlasba csap at a névekedés, majd
a salakanyagok felszaproddsa a koldnia elhaldsdhoz vezet.)
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Exponencialis fliggvény: 2. példa
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A kovetkez6 példa a banki tartozds novekedését mutatja 20%-os éves kamattal és éves
kamatperiddussal szamolva (illetve feltéve, hogy az egészet egyszerre kell majd visszafizetniink).
Lathatd, hogy az évenkénti hlszszazalékos névekedés 1,2 = 120% szorzdnak felel meg. A
kovetkez6 évben a mar kamattal névelt 6sszeg ndvekedik tovabb. A névekedést tehat az
ismétl6dé 1,2-vel szorzassal irhatd le. Ahany kamatperiddus (esetiinkben év) eltelik, annyiszor
vesszik 1,2-t szorzotényez4iil, vagyis t év utan 1,2/t-vel kell megszoroznunk a t6két. A
visszafizetend6 6sszeg rohamosan novekszik, pl. négy év alatt duplajara né.



Exponencialis figgveny: 3. pelda
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A bioldgiai és kozgazdasagi példa utdn nézzlink egy fizikai esetet. 1986. aprilis 26-an baleset
tortént a csernobili atomerémiben, aminek kévetkeztében — egyebek mellett — 85 PBg-nyi 137-
es céziumizotop is kiszabadult. (A Bq (becquerel [bekrel]) a radioaktvitdas mértékegysége, 1 Bq
egy bomlast jelent masodpercenként, a PBq (petabecquerel [petabekrel]) 10715 Bqg-rel egyenld.)
Az izotopok radioaktivitasanak id6beni valtozasat a felezési id6vel lehet jellemezni: a cézium-137
izotop fele 30 év alatt bomlik el, Gjabb harminc év mualva mar csak a negyede van meg, Ujabb
harminc év utan mar csak a nyolcada s.i.t. Lathato, hogy felezési idénként 0,5-tel szorozva
megkapjuk a még megmaradt izotop aktivitasat (“mennyiségét”). Az ismételt szorzast
természetesen most is hatvanyozasként érdemes felirni, a peridédusok szama keriil a kitev6be.
Lathatd, hogy a fliggvény a linearishoz képest lassabban csokken: még 100 év utan is 8,4
petabecquerel az aktivitds. Az aktivitds bar minden hataron tul megkdzeliti a nulldt, azt — elvileg
—sohasem fogja elérni: a fliggvény gorbéje aszimptotikusan kozelit az x-tengelyhez.



Exponencialis fliggvény
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“DIFFERENCIALIS” ALAK

Az el6bbi példak kozos tulajdonsaga, hogy a fliggetlen valtozé (a példakban az id6) egy hatvany
kitev6jében (idegen szdval exponens) szerepel. Az ilyen fliggvényeket kozosen exponencidlis
fliggvénynek nevezziik. Az exponencialis fliggvény altalanos alakjanak paraméterei az alap (a
fenti képletben a) és a pre-exponencialis faktor (a képletben b). E két paraméter valtoztatasaval
az 6sszes exponencialis fliggés leirhatd.

Ez az altaldnos forma azonban nem nagyon hasznalatos a fizikdban kilonféle okokbdl. Egyrészt a
fizikaban bizonyos alap-szamokat elényben részesitenek, ezek kozil legfontosabb a természetes
egység, az e szam (irracionalis szam, értéke 2,718...), mivel ez matematikailag praktikus (az e”x
fliggvény derivaltja 6nmaga). Mi ugyan ezekbél a matematikai el6nydkbdél nem sokat latunk, de
az exponencialis figgvények képleteit szinte mindig ilyen formaban irjak fel. (Tovabbi, ritkdbban
el6forduld hatvanyalapok méga 2 és a 10.)

Masfel6l azzal, hogy az alapszam értékét e-n rogzitettiik, az egyik paraméteriink ezzel kiesett,
emiatt mar nem tudnank az dsszes féle exponencidlis fliggvényt leirni. E “veszteség” pdtlasara
be kell vezetniink egy Uj paramétert a kitevGbe (exponencialis egyitthatd vagy
kitev6paraméter), amely lehet szorzo (jeloléslinkben p) vagy osztd (jel6lésiinkben k), azt a
gyakorlat donti el, hogy melyiket hasznaljuk.

Harmadrészt vegyik figyelembe, hogy a fizikaban el6forduld exponencialis valtozasok szinte
mindig csokkendk (radioaktivitas, fényelnyelédés, a nyomas csokkenése a tengerszint feletti
magassaggal stb). Emiatt a kitevGparaméter szinte mindig negativ lenne, igy célszer( a negativ
el6jelet kiemelni.

Végil a b preexponencidlis egyutthatot y,-lal szokas jeldIni, mivel ez tiikrozi ezen paraméter
jelentését.



Miutan tisztdztuk az exponencialis fliggvény fizikaban hasznalatos altaldnos alakjat, vizsgaljuk meg
itt is a paraméterek szemléletes jelentését. Az y, (azaz b) paramétert ez esetben is konny(
értelmezni: ha x = 0, akkor y = y,*e”(-p*0) = y,*e"0 = y,*1 = y,. A keményebb dié a p (azaz 1/k)
paraméter. Azt érezziik, hogy ez valahogy a “csokkenés sebességével” van kapcsolatban, azonban
egy folyton valtozé meredekségl exponencidlis fliggvénynél nem nagyon értelmezheté
egyontetlien a csokkenés tendencidja. Emiatt keresniink kell egy olyan trividlis (= nyilvanvalé,
magaért beszélg, kilonleges) esetet, ami ravilagit p jelentésére. A linearis fliggvény esetében mar
lattuk, hogy a trividlis megoldasra vezet6 esetek azok voltak, amikor x nulla volt, vagy x eggyel
nétt. Az yO értelmezésekor szintén az x=0 esetet hasznéltuk fel. Altalaban elmondhatjuk, hogy a
tipikus x értékek, amelyek valamilyen trividlis esetet produkdlnak: x=0; x=1; x=—1; x=+00; x=—0°,
Esetlinkben azonban mast kell keresni. A stratégia legyen az, hogy a valtozé “oltsa ki” p-t. Mivel x
szorzo, erre lehet6pséget ad, ha x helyére 1/p-t helyettesitiink. Ekkor behelyettesitve: y =y, *e”(-
p/p)=y *er(-1)=y,*(1/e)=y /e. Vagyis a fuggvényérték ott éri el a kezdGérték (y,) e-ed részét, ahol
az x érték eléri 1/p-t (azaz k-t).

Egy masik kozelitésben elmondhatjuk, hogy az exponencialis fliggvény esetén a fliggd valtozd
relativ (szazalékos) megvaltozasa a fligg6 valtozo abszolut megvaltozasaval aranyos.

Feladat: keresslik ki a biofizika képlettarbdl az exponencialis fliggvényeket! Vazoljuk fel az egyes
fliggvények grafikonjat, amelyeken szemléltetjiik a paramétereket is!

Exponencialis fliggvény szerint valtozé mennyiségekkel a kbvetkezs biofizika gyakorlatokon
talalkozunk:

6. Fényabszorpcid [intenzitas — koncentracio, rétegvastagsag]

10. Gammaabszorpcio [pulzusszam — rétegvastagsag]

12. Izotépdiagnosztika [aktivitds — idG] (az izotdptdroldsi gorbén)
14. CT [rontgenintenzitas — rétegvastagsag]

21. Rezonancia [a csillapitott szabadrezgés burkoldgorbéje — id6]
22. Impulzusgenerator [a kondenzator fesziiltsége kistitéskor — id6]
29. Diffuzid [a gélben maradd KCl-mennyiség —id6]
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Miutdn megértettiik az exponecialis fliggvény viselkedését, vegylink még tekintetbe egy
gyakorlati problémat. A mérések soran altaldban az a célunk, hogy a mérési pontokat
megillesszik egy fliggvénnyel. Ha az dbrdzolast és a gorbe illesztését “kézileg” végezziik, akkor
csak egyenest tudunk illeszteni (nincs gorbe vonalzénk), illetve csak linearis tendencidkat tudunk
rdnézésre megallapitani (a szemiink nem érzékeny a gorbe “jellegére”: csak annyit [atunk, hogy
gorbe, de azt altaldban nem tudjuk pontosan bel6éni, hogy egy gérbe vonal egy exponencialis
flggvény, egy négyzetes fliggvény, egy szinuszgdrbe vagy éppen egy ellipszis darabja:
egyszerlien csak gorbének latjuk, holott az emlitett fliggvények matematikailag alapvetéen
eltérnek).

A kézileg vald illesztést nehézségét, illetve szemiink gorbék iranti érzéketlenségét gy tudjuk
athidalni, ha a fliggvényt valahogy “kiegyenesitjik”, linearis fliggvénnyé alakitjuk (linearizacio).
Ehhez vegyiik a fiiggvényegyenlet mindkét oldaldnak logaritmusat. Atalakitasok utan lathatd,
hogy ha az eredeti fligg6 valtozd (y) helyett annak logaritmusat (logy) dbrazoljuk a fiiggetlen
valtozo (x) fuggvényében, akkor egy egyenest kapunk, amelynek tengelymetszete logy,,
meredeksége pedig —p*loge. (jobb alsé abra)

Gyorsabb moddszer, ha az eredeti értékeket dbrazoljuk logaritmusos beosztasu tengelyen. De
milyen az a logaritmusos tengely? EI&szor értsiik meg a linearis tengelyt mélyebben. Vegyiink
egy szakaszt, amely az x tengely mentén 0 és 2 kdzo6tt van: ennek hossza 2 egység (=2-0).
Ugyanilyen hosszu szakaszt kapunk pl. 5 és 3 vagy 8 és 6 kdzott, mivel a kiillonbség minde
esetben 0. Vagyis egy linedris beosztasu tengelyen adott tavolsag adott kiilénbségnek felel meg.
Nem ez a helyzet a logaritmusos (log-) skalan: itt az 1 és a 2 kdz6tt akkora a tdvolsdg, mint 2 és 4,
3 és 6 vagy 4 és 8 kdzott: itt a szakaszhossz adott aranynak felel meg. Természetesen a “fizikai”
tavolsag mindig kilonbséget jelent, a logos skalan csupan a specialis, logaritmusos beosztas
miatt valtozik ez ardnyra. Ennek okta kdnnyen belathatjuk, ha figyelembe vesszik, hogy log(a/b)



= loga — logb; azaz az arany logaritmusa egy kilénbség.

Visszatérve a linearizacidra: ha az y valtozd helyett az y tengelyt alakitjuk logaritmusossa, akkor
szintén egy egyenes flggvénygrafikont kapunk. Fontos azonban, hogy itt csupan “grafikus”
atalakitas tortént: a tengelyeken szerepl6 valtozdk kdzotti kapcesolat tovadbbra is exponencialis (pl.
ilyen fliggvényt kell hasznalnunk Excelben torténd illesztéskor).



Hatvanyfiggvény: példa

tomeg ~ térfogat ~ [test]hossz3
felllet ~ [test]hossz?

A kovetkez6 figgvény, amit ismertetiink, a hatvanyfliggvény. Erre egyenl6re csak egy geometriai
példat adok: a kocka (és altaldban a testek) felszine a hossz négyzetével, mig térfogata a hossz
kobével ardnyos. Vagyis ha egy testet linedrisan a kétszeresére felnagyitok, akkor a linearis
méretei megduplazddnak (x21), feliilete megnégyszerezddik (x22), térfogata (és az ezzel ardnyos
tomege) pedig megnyolcszorozaddik (x23).

Mivel az él6lények szdmtalan élettani jellemzGje vagy valamilyen hosszal, vagy felilettel, vagy
térfogattal, de leginkabb ezek valamilyen kombinaciéjaval allnak kapcsolatban, szamithatunk
arra, hogy el6fordulnak majd hatvanyfliggvény szerinti kapcsolatok kozottiik.
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Hatvanyfuggvény

INTEGRALIS ALAK hax=1
— akkory =b
VATozOk:  fused e Hlei
valtozd valtozo

20 5 ‘
15 ]
10 f

“DIFFERENCIALIS” ALAK . j EEEE N RN
0 5 10 15 20
a forditott ardnyossag b »
. A y=—=b'x
és a gydkfiiggvény is x
hatvanyfiggvény! 1
y=+x= x2

A hatvanyfuggvényben tehat szintén hatvanykifejezés része a fliggetlen valtozo, de ezuttal
(szemben az exponencidlis fiiggvénnyel) a kitevs helyett az alapban talalhaté. Altalanos
alakjaban két paraméter szerepel: a kitevé (itt a) és a hatvanykifejezés elGtti pre-exponencialis
egyUtthaté (itt b). Vegylik észre, hogy b értékét akkor veszi fel a fliggvény, ha x=1, mivel ekkor
y=b*x2=b*13=b*1=b. Vegyik figyelembe, hogy a gyokfiiggvények is hatvanyfiiggvények (az n-
edik gyok atirhatd 1/n-edik hatvannya), illetve hogy a forditott ardnyossag is hatvanyfliggvény
(egy szdmmal valé osztas megfelel a szdm reciprokdval, azaz -1-edik hatvanyaval torténé
szorzasnak).

Ha a fliggvény valtozasat akarjuk megragadni, akkor elmondhato, hogy a fliggd valtozo relativ
megvaltozasa ardnyos a fliggetlen valtozo relativ megvaltozasaval.

Feladat: Keressik ki a biofizika képlettarbdl azokat a képleteket, amelyek a valtozdk kdzott
hatvanyfiggvényt irnak le!

A kovetkez§ biofizikai gyakorlatokon talalkozunk hatvanyfiiggvényekkel:

13. Rontgen [a fékezési spektrum hatarhullamhossza — gyorsitofesziiltség]

13. Rontgen [a fotoeffektushoz tartozd résztomeggyengitési egylitthatd — az abszorbens
rendszamal]

15. Dozimetria [ddzis vagy dézisteljesitmény — az izotdptdl mért tdvolsag]

18. ErGsitd [az atviteli sav alsé és fels6 hataran a teljesitményerGsités — frekvencial

19. Szinuszoszcillator [sajatfrekvencia — kapacitas, illetve induktivitas az LC-korben]

21. Rezonancia [a rezgés sajatfrekvenciaja — a rugodra helyezett tomeg]

24. B6rimpedancia [kapacitiv reaktancia — frekvencia]

25. Audiometria [szon-skala — hangintenzitds]

11



26. Szenzor: [receptorpotencial — megvilagitas]
26. Szenzor [akcidspotencidl-frekvencia — megvilagitds]
26. Szenzor [Stevens-torvény szerint: érzeter6sség — ingerintenzitas]

11



grafikus linearizacio
abrdzold y-t és x-et is logos skalan:
a kapcsolat linedrisnak latszik,

y=b-x°
logy=log(b-x”)

logy=1logh +log (x)
logy=1logh+a-logx

logy=a-logx+logh
— e ~—;;—‘

y X

tengelymetszet = logb
logl=0 aritmetikus linearizacio ;
meredekség = a abrazold logy-t logx fuggvényében:
a=2 a kapcsolat valdban linedris

100

de valdjaban hatvdnyfiiggvény marad
INTEGRALIS ALAK /o

Hatvanyfliggvény: Llnearlzaci

’

O-

¥

10

Ing

15

A hatvanyflggvényeknél is felmeril a grafikonjuk “gérbeségébdl” fakaddé gyakorlati probléma.

Ezen itt is logaritmusos atalakitassal segithetilink. A levezetés utdn lathatd, hogy logy fliggése
logx-t6l linedris oly mdédon, hogy a tengelymetszet logb, a meredekség pedig a lesz. Ha nem a
valtozokat akarjuk linearizdlni, akkor mindkét tengelyt kell logaritmusos skalabeosztasura

cserélnlnk.
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Hatvanyflggvény: példa

Allometrikus skaldzédas tomeg ~ térfogat ~ [test]hossz?
(pl. Kleiber-torvény) felllet ~ [test]hossz?

orankénti hétermelés ~ testtémeg3/*

10!

=W
homeo m

therms
(warm-blooded
organisms)

poikilotherms
(cold blooded organisms)

Térjlink most vissza a hatvanyfliggvények bioldgiai-orvosi vonatkozasara. Azt tapasztaljuk, hogy
egy sor élettani jellemzd hatvanyfliggést mutat aaz él6lények testtomegével. Példaul a
metabolikus rata (“nyugalmi allapotban jellemzd drankénti hGtermelés”) a testtomeg 0,75-ik
hatvdnyaval aranyos (ez a Kleiber-térvény). Szintén hatvanyfliggést mutat a testtomeggel pl. a
sziv- és légzésfrekvencia, az aorta 4tmérdje stb. Orvosi szempontbdl a legfontosabb, hogy a
gyogyszerek metabolizmusat leird paraméterek is sokszor hatvanyfliggvény szerint valtoznak a
testtomeggel. igy ha megmérik pl. egéren, patkanyon, tengerimalacon, nyulon, macskan, kutydn,
kecskén és lovon egy adott szer szoban forgd metabolikus paraméterét (illetve ezen allatok
testtomegét is), akkor az ezen fajokhoz tartozé adatparok megilleszthetdk egy
hatvanyfliggvénnyel, és az alapjan megbecsiilhet6 az emberre jellemz6 érték anélkiil, hogy
emberkisérleteket kellene végezni.

13



Differencial és integral: példa
A A

0 0
1 1 1
2 4 3 2
g 9 5 2
4 16 7 2
5 25 9 2
6 36 11 2
7 49 13 2
8 64 15 2
9 81 17 2
10 100 19 2

v Vv
) )X

A kovetkezbkben egy rovid betekintést szeretnék nydjtani a differencial és integralszamitasba.

Fontos, hogy NEM KELL TUDNI ILYEN SZAMITASOKAT VEGEZNI, azonban sziikséges a differencial
és az integral szemléletes jelentésének megértése a nekiink elegendd, erGsen leegyszerUsitett
maodon.

A fenti “gondolatébreszt§” példdban a négyzetszamokat irtam egymas ald (x négyzete y).
Figyeljik meg, hogy az egymast kovetd szamok kozotti kilonbség (y’') nem véletlenszer(, hanem
szabdlyosan, mindig kettével né. Vagyis ezek a kiilonbségek (a kiilonbség idegen szdval
differencia) linedrisan, Iépésenként mindig +2-vel valtoznak.

Most figyeljiik meg a kiilonbségek kozotti kiilonbséget (‘y). Ez az érték mar mindig ugyanannyi,
2, vagyis konstans.

Ha forditott irdnyban jarunk el, akkor sorozatos 6sszeaddsokkal el tudjuk allitani a konstans
sorozatbdl (2; 2; 2; 2 ...) a Inedrisan novekvé sorozatot (1; 3; 5; 7; 9 ...) majd ezek 6sszegzésével a
négyzetszdmok sorozatat (1; 4; 9; 16; 25 ...)

A flggvények megvdltozasat, vagyis az x megvaltozasahoz tartozd y valtozast vizsgilja a
differencidl- és integrdlszamitas.
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Differencial és integral: példa

0 0 0 10
1 5 10 10
2 20 20 10
3 45 30 10
4 80 40 10
5 125 50 10
6 180 60 10
74 245 70 10
8 320 80 10
9 405 90 10
10 500 100 10

Nézziink egy gyakorlati példat:

Az Ut idGegységre jutd megvaltozasa a sebesség, annak megvaltozasa pedig a gyorsulds. Ha egy
testet magasrol elejtik, akkor zuhanas kézben kb. 10 m/s2-tel gyorsul, ami a sebességet
masodpercenként 10 m/s-mal néveli, az Ut pedig egy négyzetfliggvényt kbvet. Azonban itt mar
az Ut és a sebesség viszonyaban nem mikodik a kivonds (differencia) és 6sszeadds (szumma)
modszer, mivel a sebsesség és az Gt nem lépésekben, hanem folyamatosan valtozik. Ha véges x
lépéskozokkel vizsgaljuk a valtozast, akkor torzitast visziink a szamitasba, mivel az adott [épésre
vonatkozd atlagos valtozast kapjuk meg. A torzitas annal kisebb, minél kisebb a [épéskdz, minél
kozelebb van a valtozas nullahoz.



Derivalt: érintémeredekség

differenciahanyados: differencidlhdnyados:
Ay/Ax A —_— d dy/dx
szel6meredekség érintémeredekség

Ennek érzékeltetésére nézziik meg a kdvetkezs dbrakat (a kozéps6 gif animacio elérhet6 ezen a
linken: http://makeagif.com/9KJyhD). A baloldalon lathaté esetben x-el +4 egységet léplink,
amihez y +8 egységnyi megvaltozasa tartozik. A delta y/delta x hanyados (kil6nbséghanyados
vagy differenciahdnyados), amivel a valtozas “sebességét”, nagysagat jellemezziik, geometriailag
a két ponton athaladé szel6nek (szekans) felel meg. Hogy csokkentsiik a nagy 1épésbd6l adddod
hibat, csokkentsiik az x tengelyen tett |épést: a kozéps6 animacion (lasd a fenti weblinken)
lathaté modon valtozik a delta y/delta x hanyados, ezzel egyiitt a szel6meredekség is. A szelS két
metszéspontjat egyre kozelitem, mig végil egyesiilnek: ekkor a delta y és delta x is nagyon-
nagyon kozel lesznek nulldhoz (ezt kifejezendé mar nem is deltat, hanem d-t irunk), egyuttal
szelG érint6vé (tangens) alakul at. llyen végtelendl kicsiny Iépés esetén mar minimalis a
|épéshosszbol adddo torzitds, a dy/dx arany tehat a fliggvény “helyi”, pontbeli meredekségét
adja meg, ennek az ardnynak a neve a differencidlhanyados vagy derivalt.

Ennek gyakorlati el6forduldsa az atlagsebesség (differenciahanyados) és a pillanatnyi sebesség
(differencialhanyados).
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Integral: gbrbe alatti terllet

2—>j

s
Py

Az integralt (ehhez az el6addason készitettem abrat) pedig a sorozatos 6sszeadasokbal,
I[ényegében a differencidl megforditasaként lehet értelmezni: egy fliggvény integrdljat
megkapjuk, ha (minusz végtelent6l) az adott x értékig 6sszegezziik a |épéshosszal (Ax) sulyozott
(azaz megszorzott) fliggvényértékeket (f(x)). A Iépéshossz és a fliggvényérték szorzata (Ax * f(x))
mértanilag téglalpokat jelent: Iényegében |épéshossznyi téglalapokkal kdzelitjiik a gorbe alatti
terlletet. Persze a lépéshosszbdl itt is torzitas adodik: minél kisebb a [épéshossz, annal kisebb ez
a kozelitésbd6l adddo torzitds. A nulldhoz nagyon kozeli |épéshosszt (azaz a derivalasndl mar
bevezetett dx-et) hasznalunk, a torzitas minimalis lesz, ilyenkor mar nem 6sszegzésrél, hanem
integralrél beszéliink. Az integral mértani jelentése a gérbe alatti teriilet.
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Alapsokasag és minta

Alapsokasag

Az alapsokasag rendszerint olyan méretd, Emiatt az alapsokasagnak csak egy részhalmazat
hogy az Gsszes eleme nem vizsgalhato meg. vizsgaljuk, ezt nevezzik mintanak.

BIZONYTALANSAG!

A minta elemein méréseket végzlink,

A minta jell?mzéi alapja’n‘ majd az igy keletkezé adathalmazt
az alapsoka?agra vonatkozo (amit szintén mintédnak neveziink)
kovetkeztetést vonhatunk le

grafikusan és matematikailag jellemezzik

Miutdn megtargyaltuk a legfontosabb determinisztikus kapcsolatokat leiré fliggvénytipusokat,
térjink vissza a statisztika szdmara érdekesebb stochasztikus valtozdkra. Mig a determinisztikus
jelenségeknél egy adott kisérletsorozat bemeneti értékéhez (x) egyértelmden rendeliink egy
kimenetelt (y) (példaul 30 év (x) utdn az izotdp mennyiség az eredeti fele (y)), addig a
stochasztikus jelenségeknél a kisérlet tobbféle kimenetellel is végzédhet (véletlen miatt, pl. ha a

tojas hosszat tobbszor megmérem, mas-mas értékeket kaphatok a mérési bizonytalansag miatt).

Ez akar azt is jelenthetné, hogy nem teljesiil a figgvénnyel szembeni alapvetd kdvetelmény (ti.
egyértelm( hozzarendelés), de a helyzet menthet6: azt kell médositanunk, hogy milesz a
fliggetlen és a fligg6 valtozo: ez esetben egy kisérlet adott kimeneteléhez (x) rendeljik annak
el6fordulasi gyakorisagat. Ebbél kapjuk az elvégzett kisérletek kimeneteleinek (= minta)
gyakorisagi eloszI3dsat, amit a mult el6addson mar bemutattunk. Most a fliggvénytani ismeretek
atismétlése és kibbvitése utan vizsgaljuk meg ezeket még egyszer alaposabban.
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A minta O0sszetétele

i

Elsé |épésben vegylink egy konkrét mérési feladatot: egy 24 elem( csoport testmagassagat
szeretném jellemezni.
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A minta O0sszetétele

it

Szemléltetés szempontjabodl célszerl az mért értékeket nagysag szerint sorrendbe helyezni.
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A minta O0sszetétele

i

Ezutan alakitsunk ki intervallumokat, amelyeken beliil egy osztalyba soroljuk az értékeket.
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Gyakorisagi eloszlas
Hany elem esik egy Ax szélesség(i osztalyba?

A a Delta jelentése:
differenci

5

1

gyakorisag (An)

i

Ezutan a mar ismert mdédon készitsiik el a gyakorisagi eloszlast: szdmoljuk 0ssze, hogy egy
osztalyba hany elem tartozik, majd ezt a szdmot kis téglalapokkal tiintessiik fel a fliggvényen

Lathatd, hogy az Osszes téglalap szama megegyezik az elemszammal.
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Kumulativ gyakorisagi eloszlas
Hany elem kisebb, mint egy adott x érték?

A Afliggvényérték n-hez tart

kumulalt gyakorisag (n)

. [} ww 0000
Ezutan nézzlink egy masikfajta 6sszeszamlalasi modszert:most azt nézzilk meg, hogy egy adott x
értéknél (ezt az egyes vonalak jelentik) hany érték kisebb. Lathatd, hogy a legalsé vonal alatt
senki sincs. A kdvetkezd alatt egyvalaki, az azt kovetd alatt mar ketten, az azt kovet6 alatt mar
0sszesen négyen vannak s.i.t. Végiil lesz egy magassdg, amely alatt mar az dsszes érték (mind a
24) megtaldlhato, vagyis ez a fliggvény x ndvelésével az elemszdmhoz tart. Mivel x ndvelésével

mindig Ujabb és Ujabb elemeket vonunk be, ezért ezt kumulativ (halmozddd) gyakorisagi
eloszlasnak nevezziik.
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Integraldiszkriminacios eloszlas
Hany elem nagyobb, mint egy adott x érték?

3

>

1 — kumulalt gyakorisag (n)

testmagassag (x)~

>
>

il

Az el6bbi eljaras forditottjat is elvégezhetjik: Most azt szamoljuk 6ssze, hogy egy adott x
értéknél (vonalndl) hdny nagyobb (magasabb) elemiink van! A legalsé vonalndl mindenki
magasabb, vagyis itt a fliggvény értéke az elemszam. A kovetkezd vonal esetén mar egy elem
“kiesik”, majd Ujabb egy, azaz 6sszesen mar kett6, majd Ujabb ketts, azaz 6sszesen mar négy
s.i.t. Végill mar egyetlen elem sem fogja meghaladni az x-et, vagyis ezen fliggvény értéke x
novelésével 0-hoz tart. Ezt a fajta eloszlast integraldiszkrimindacios eloszlasnak nevezziik.
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Harom fliggvény — azonos jelentés?
Csak ha az osztalyok 6nkényesen vannak kijeldlve

N

v

v

Végiil foglaljuk 6ssze a gyakorisagi eloszlasok tipusait, kiilonos tekintettel a koztik [évé

kapcsolatra.
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Harom fliggvény — azonos jelentés?
Csak ha az osztalyok 6nkényesen vannak kijeldlve

N N

v

v

Mar a gyakorisagieloszlas-tipusok magyarazatakor is feltlinhetett, hogy a tipusok k6zo6tt szoros
kapcsolat van: példaul egy adott x “szinthez” tartozé kumulativ (narancssarga) és
integraldiszkriminacios (zold) gyakorisag 6sszege kiadja az elemszamot, hiszen az el6bbi az adott
x-nél kisebb, az utdbbi az ugyanennél az x-nél nagyobb értékeket veszi szdmba. Ezt
szemléltethetjlik, ha pl. a kumulativ eloszlast az x-tengelyre tikrozziik: a két fliggvény képe
“egymasba tolhato”.
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Harom fliggvény — azonos jelentés?
Csak ha az osztalyok 6nkényesen vannak kijeldlve

N N

v
v

A kumulativ gyakorisagi eloszlas
vagy az integraldiszkriminacids
eloszlas tobb informaciét
tartalmazhatnak, mint a gyakorisagi
eloszlas, mivel az elsé kettd
létrehozasahoz nem sziikséges
osztalyokat definialni.

v

A kapcsolat a gyakorisagi eloszlassal is szemléletes: ha a kumulativ vagy integraldiszkriminacios
fliggvények megvaltozasat tekintjik, megkapjuk az adott osztalyba tartozé gyakorisagokat.
Vagyis lathatd, hogy pl. a kumulativ eloszlas Iépésenkéni megvaltozasa, (azaz a derivaltja)
megadja a gyakorisagi eloszlast. Ez forditva is igaz, a gyakorisagi eloszlas gyakorisagainak
halmozddo 6sszegzésével (integralasaval) — a m(ivelet végrehajtasanak irdnyatél fliggéen —
el6allithatd a kumulativ, illetve az integraldiszkriminacids eloszlas.

Tehat a kumulativ eloszlasbal (illetve az integraliszkriminacids spektrumbdl) kiilonbségképzéssel
(“differencialas”) allithatd el6 a gyakorisagi eloszlds, mig a gyakorisagi eloszlasbél 6sszegzéssel
(“integralas”) allithatd el6 a kumulativ gyakorisagi eloszlas (illetve az integraldiszkriminacios
spektrum).

27



Ellenorzo kérdések 1.

Mi a fliggvény definicidja?

Mit értlink valtozok alatt és milyen tipusaik
vannak?

Hogyan adhatd meg egy flggvény?

Mit jelentenek a kévetkez6 kifejezések: konstans,
allando, koefficiens, egyltthatd, paraméter, faktor
Mit értlnk determinisztikus és stochasztikus
jelenség alatt? A voldsagban melyik tipus
jellemzé?

Mi a linearis egyenlet altaldanos egyenlete? Mik a
paramétereinek szemléletes jelentése? Milyen
trivialis példdkkal lehet ezeket a jelentéseket
szemléltetni?

Hogyan lehet a linearis fliggvény valtozdinak
megvaltozasa kozti viszonyt kifejezni?

Mondj példakat linearis kapcsolatban allé
valtozékra!

Mit neveziink egyenes aranyossagnak?

Mikor neveziink egy linearis flggvényt egyenes
aranyossagnak?

Ami geometriailag egy linearis skalan mért
tavolsag, az minek felel meg szamtanilag?

Hogyan hatdrozhaté meg az egyenes egyenlete, ha
csupan két pontjanak koordinatait ismerjuk?
Mondj példat exponencialis viszonyban lévd
mennyiségekre!

Mi az exponencialis valtozds lényege (definicidja)?
Mi az exponencialis figgvény elsd kozelitésben
hasznalt altalanos képlete?

Milyen atalakitasokat végzlink ezen az altalanos
képleten a gyakorlati (fizikai) felhasznalashoz?

Mik a gyakorlati célokra atalakitott altalanos
exponencialis egyenlet paraméterei, és mi ezek
jelentése?

Milyen trivialis példakkal lehet megyvilagitani a
gyakorlati célokra hasznalt exponencialis fliggvény
paramétereinek jelentését?

Hogyan valtozik a fliggveny, ha y,-t, illetve ha p-t
névelem?

A kérdések megvalaszolhatdk az el6adason elhangzottak, a gyakorlatvezetével folytatott
konzultacidk, illetve sajat utanaolvasas segitségével. Az ellen6rzd kérdések egyben példak arra,
hogy milyen tesztkérdések (feleletvalasztds formaban) fordulhatnak eld.



Ellen6rzo kérdések Il.

Miért van sziikség az exponecialis fuggvény
linearizaldsédra?

Hogyan lehet matematikailag linearizélni az
exponencialis fuggvény gyakorlatban hasznalt
egyenletét? Milyen kapcsolat van az eredeti
paraméterek és a linearizalt egyenlet paraméterei
kozott?

Hogyan lehet grafikusan linearizalni az
exponencialis fliggvényeket?

Hogyan irhato le az exponencilis fliiggvény
valtozoinak megvaltozasa kozotti kapesolat?

Mit jelent az, hogy exponens?

Mondj geometriai, fizikai és bioldgiai példdkat a
hatvanyfliggvényre!

Mi a hatvanyfliggvény lényege (definicidja)?
Milyen fliggvény a néegyzetgydkfliggvény?
Milyen flggvény a forditott aranyossag?
Hogyan lehet a hatvanyfiiggvényt aritmetikailag
linearizalni? Milyen kapcsolat van a linearizélt
fliggvény paraméterei és az eredeti

hatvényfliggvény paraméterei kozott?

Hogyan lehet a hatvanyfiiggvényt grafikusan
linearizalni?

A kovetkezd adatparokat mértem, amikor egy test
szabadesését vizsgaltam:

megtett
ut (m)

o o0
1 4905
2 1962
3 44,145
4 7848

Miért nem lehet Excelben ezekre az adatokra
hatvanyfluggvényt illeszteni?

Szamszer( adatparokat szeretnék abrazolni
koordinatarendszerben. Mi a helyes eljaras? Ha
Osszekdtom a pontokat, vagy ha nem? Mieért?
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Ellenorzo kérdések 1.

Tekintsiik a ndvekvs exponencialis és a ndvekvd
hatvanyfliggvényeket. Melyik né gyorsabban?
Hogyan lehet ezt szemléletesen bizonyitani
(barmilyen alap, illetve kitevé esetén!)?

Hova tart az y=2eP* fliggvény, ha p = 1,3 és x-et
minden hatdron tdl névelem (x = +o0)?

Egy linearizalt hatvényfliggvény meredeksége 2.
Milyen hatvanyfiuggvényrél van szo? Milyen gorbe
a grafikonja az eredeti fliggvénynek?

Egy linearizalt hatvényfliggvény meredeksége 0,5.
Milyen hatvanyfuggvényrél van sz6?

Egy linearizalt hatvanyflggvény meredeksége —1.
Milyen hatvanyfuggvényrél van sz6? Milyen gorbe
a grafikonja az eredeti figgvénynek?

Milyen szabalyszer(ség szerint kdvetik egymast a
négyzetszamok?

Mit értiink differenciahanyados és

differencialshanyados, illtve derivalt alatt? Mi ezek

grafikus jelentése?

Mit értuink integral alatt? Mi ennek grafikus
jelentése?

Milyen viszon van az Ut—id§, sebesség—idé és a
gyorsulas—idg fuggvények kozott?

Milyen kapcsolat van a linearis és a
négyzetfliggvény kozott?

Hogyan definidlhato a gyakorisagi eloszlas, a
kumulativ gyakorisagi eloszlas, illetve az
integraldiszkriminacids spektrum?

Hova tart az integraldiszkrimindcids eloszlas és a
kumulativ eloszlas értéke, ha x & +oo?

Hova tart az integraldiszkriminacids eloszlas és a
kumulativ eloszlas értéke, ha x & —o=?

Milyen kapcsolat van a kumulativ gyakorisagi
eloszlas és a gyakorisagi eloszlds kozott?

Melyik diaramtipus a legcélszeriibb Excelben, ha
szamszer( adatparokat szeretnénk abrazolni?
Miért?
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Ellenorzo kérdések 1V.

Mi a lineéris fuggvény altaldnos egyenletének
alakja, ha x-et akarjuk kifejezni (mert azy az
ismert)?

Mi az exponencialis figgvény gyakorlati célokra
atalakitott dltalanos egyenletének alakja, ha x-et
akarjuk kifejezni (mert az y az ismert)?

Mi a hatvanyfliggvény altalanos egyenletének
alakja, ha x-et akarjuk kifejezni (mert az y az
ismert)?
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