Regression und Korrelation
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regression:
Zurlckfuhrung,
Rickschreiten

correlation:
Wechselbeziehung

Praktische Annaherung (Beispiell) >

wieviele Eiweissmolekile sind in dem Blutplasma?

(StUCk, mOI! g1 ) 1 St. HSA Molekul

wie gross ist die Eiweisskonzentration
des Blutplasmas? (St/L, mol/L, g/L)

bei Patienten in Nephrose (schwere Nierenkrankheit) nimmt der Wert stark ab

direkte Methode:
Bestimmung der Anzahl der Molekdile in einem Volumen(?)

indirekte Methode :
mit Hilfe einer (einfach) messbaren physikalischen Grdsse, die
steht in streng monoton wachsendem Zusammenhang zu der

unbekannten Grosse
(die solche einfachste Funktion ist ...)

Bemerkung:

das Licht breitet sich in Blutplasma langsamer, wenn die
Plasmaeiweisskonzentration grosser ist, d.h. das Licht hat
grossere Brechzahl (deterministischer Zusammenhang, Messfehler)
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(Beispiel2)  paten aus einer Studentengruppe E2 | ™| ko
(Sept. 1994) (zusammengehdrige 162} 55
Wertepaare) 1631 53

164 | 55
75 +
— 168 | 57
()] [
§, 70 . 169 | 55
ﬁ . 170 | 66
= 65+ L 171 | 59
@ [ ]
O] [] 173 | 58
60 LI 175 | 57
[ ] [ ]
5. m m - 178 | 65
] 181 | 69
50 : f : f ; f : 183 | 63
160 170 180 190 184 | 62
Kérperhdhe (cm) 190 | 72

was fur eine Tendenz kann man bemerken?




Die Korrelationsrechnung beschéftigt sich mit dem

symmetrischen Zusammenhang zweier Zufallsgrossen

positive Korrelation: je mehr, desto mehr
negative Korrelation:je mehr, desto weniger

Regressionsannaherung y

Sucht man einen Funktionszusammenhang o
zwischen einer (oder mehreren) p
unabhangigen Variable (x) und einer

160 170 180 190

abhangigen Variable (y)

X

y 57 Voraussetzungen: x undy numerische und stetige Merkmale,
. . y Zufallsgrésse (ihre Grésse wird nicht nur von
0T L der unabhangigen Variable, sondern durch den Zufall
- beeinflusst) ) )
65 -+ L] (a: Steigung, b: Achsenabschnitt)
[ ]
L] - . - .
60 + . Regressionsmodell fixiert den Typ der Funktion:
. " . lineare F. y=(ax+b)+h
S polinomiale F. y=a+bx+bx2+..+bx"+h
50 ‘ ; ‘ ; ‘ ; X exponentialt_a F. y =ab*h
160 170 180 190 Potenzfunktion y=axh
hier: itive K lati und wie wirkt der Zufall auf die abhangige Variable
Ier. posilive Korrelation 5 additiver Fehler (+ h) oder multiplikativer Fehler (h) 6
Das einfachste Regressionsmodell: lineare Regression ,Die beste” Steigung: (y = ax + b)

lineare Funktion: y=(ax+b)+h

Xi| Yi
h; =y, - (ax; + b) wenn der Punkt (x, y;) oberhalb der 1|162]55
Gerade liegt 2| 16353
y 7 wie sieht die Formel aus, wenn der 3| 164 55
T Punkt unterhal r Ger. liegt?
unkt unterhalb de Geatie eg 2 108 | 57
70 + 5169 | 55
6| 170 66
& 7]171|59
60 L 8| 173 58
- . 9| 175 |57
55+ =
ax; + b 10| 178 | 65
11| 181 | 69
50 : i : f f 12 | 183 | 63
160 170 180 190 X
13| 184 | 62
14 (190 | 72

Beste Gerade: Summe der Fehlerquadrate ist
minimal (Methode der kleinsten Quadraten)
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,Der beste” Achsenabschnitt:

Zyi zxi
b*:y—a*-X:: i=1 a* i=1
n n

Kovarianz




N . Wie gut passen die Messpunkte an die Regressionsgerade?
Beispiel: Refraktometrie
Korrelationsrechnung beschreibt die lineare Beziehung zwischen
[ A B (& DIENIEE (0] D [T ] F T F) zwei oder mehr statistischen Variablen
2] 2| § = 1348 1 es beschreibt die Starke der Korrelation
B & |2 g ; :
fa| £ £ £ 1346 1 es gibt starke und schwache Korrelation
5] % g E 1344
e 5 | = . - Q 52
al 1342 1 Korrelationskoeffizient = Xy _ O
Ea c (molfl) n 1 = =
N o 1am . (Pearson) Q4 Q, S:Sy
(o] 0.25] 13350 1338 1
N 041 13375 . . . . .
2] 075 13ai0)  13%7 der Zahler ist gleich dem Zahler der Steigung der
| . 3442 .
T_}_}' ?gg 1%:;0 1334 1 Regressionsgerade (der Nenner ist im beiden Fall positiv)
(15 4 019 13348 1332 4
e el 1ade 133 : : ; ; ; : : . Q positive Steigung: r ist positive Zahl
— 0 02 04 06 08 1 12 14 a = I::> ) ) . .
c(moll) Qy negative Steigung: r ist negative Zahl
-1<r <1
9 10
) = .Pﬂ
weitere Bemerkungen: e® ..g. b Korreliert heisst nicht
o ;"-,- , notwendigerweise kausal
¥ 7 ) verknupft(!)
~1<r<1 0<r’<1 ‘o.'._,?h;-,__
Korrelationskoeffizient Bestimmtheitsmass ;"_ ] 1080
(Pearson) (coefficient of determination) A o
5 < X
8 %2}
- - - . - . < 2 1975 x X
Die Korrelation beschreibt nicht unbedingt eine Ursache- 3z x
Wirkungs-Beziehung in die eine oder andere Richtung. = S x
1970 *
X
>
Kiwi-Konsum in USA
11




Beispiele:

r=0,076
|

Pr.Buch Abb. 15

Applying
Regression &
C_orr_eiation

CORRELATION
REGRESSION
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Extrembeispiel: r=0.816, y = 3 + 0.5x

(Anscombe's quartet)
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http://en.wikipedia.org/wiki/Anscombe%27s_quartet

t-Test zur Korrelationsanalyse

Gibt es eine Beziehung zw. der
Korpergrosse und Gewicht?

170 175 180 185 190
h (cm)

W . m (kg)
rperhdhe Gewicht
(em) (kg) 7% T
162 55 53.929
163 53 54487 o9 |
164 55 55.045
168 57 57.278
169 55 57837 ©5 71
170 66 58.395
17 59 58.953| 60
173 58 60.07
175 57 61.186| o
178 65 62.861
181 69 64.536
183 63 65652 90 t
184 62 66.211 160 165
190 72 6956
m= 05583 -36.50955 =b

0.1131 19.66358

06699 3.492297

n= 14 24.358 12

207 a5

[t| =6.030 > t,, 005 = 2-179=> Hyist falsch (p<0.05)
t| = 6.030 > ty, 001 = 3-055= Hy ist falsch (p<0.01) s

Weiteres Beispiel: Leistung der Rontgen-Rdhre

| S Lg (= ) ) i Ui ) O e 7l | 138
101 7-10-16
fiEA|
3| F logl logP 1
4 |ma re. 09
5 1] 0 08
| 05 245 030103 0389166 0396634 07
iz | 1 43 0 0630196 0673612 o 3
7] 15 68 0176091 0832509 0835517 ‘3 05 P~ Im
9 2 88 030103 0944483 0950391| 2 04 ’
_H_, 03 | |
I 0913438 0 673612 gf Og P m Ogl
JEE]| 0030392 0.007001 !

099782 0.013744

5 915 2208 > 04 03 02 01 0 01 0z 03 04
16 0122873 0.000378 log !
17 0.538509] >
18
LN ] P logu logP
20 kv re 035
3| 55 44 1740363 0643453 0656607 09 4
3 60 545 1778151 0736397 0.729975
23 85 65 1812913 0812913 0797458 085
o4 70 735 1845098 0866267 0859957| o 08 n
__g__ 75 B 1875061 090303 0918132 B . P~U ,
% o7
2 TeaseD-2 72042 06 p logP ~nlogU
2 0145415 0.263339 be
%‘,’— 1?52?:3 n.u1sqa§ 1722 174 176 178 18 182 184 18 188 19
| 0042735 0.000719 log U
8= 0931691




Kontingenztabellen.
Chi-Quadrat-Test

Korrelationsanalyse zwischen
kategorischen Merkmalen

Beispiel 1 Haufigkeitstabelle (Kontingenztabelle):
, eine tabellarische Darstellung der gemeinsamen
mit | ohne | Total g . . . .
Brille | Brille Haufigkeitsverteilung zweier Variablen
X (z.B. Geschlecht) und Y (Brillentréagerschaft)
Frau | 28 | 75 | 103
mit | ohne | Total
Mann| 48 | 49 | 97 Brille | Brille Frage: unterscheidet sich
Frau | a=28 | b=75 | 103 die Haufigkeit eines
76 | 124 | 200 feststellbaren Merkmals
@ Mann | c=48 | d=49 | 97 (Symptoms) in zwei
Populationen?
? 76 124 | 200 18
Aufstellung der Nullhypothese Erwartete Héufigkeiten. Annahme.: H, ist gtiltig ? o
Geschlecht und Brillentragerschaft sind unabhéngige Ereignisse
Ho: gssc\gi‘:r:;:ge?L'Irlgg[]?ne;ghaﬁ a_c ger &P erwartete Haufigkeit in der Zelle links oben : a'= 22 a:c n= (a+b)r-1(a+c)
(es gibt keinen Unterschied) b d’ ¢ d .
erwartete Haufigkeit in der Zelle rechts oben: b'= a: b, b:d ‘n= (a+ b)n(b +d)
Wie gross ware die erwartete Haufigkeit ;
(expected frequency) in der Zelle &', Bmlllt Eh.?le Total erwartete Haufigkeit in der Zelle links unten : ¢'=° +d a+c . _ (c+d)-(a+c)
wenn die Nullhypothese gliltig ist? nie | bnie n n n
Frau | a'=? | b'=? | 103 erwartete Haufigkeit in der Zelle rechts unten : d'=° +d b+d +d)-(b+d)
Anzahl der Frauen: n n n
a+b=103 — — it h Total it h Total
Anzahl der Personen mit Brille: Mann | ¢'=? | d'=? | 97 mit | ohne | Tota mi ohne ota
a+c=76 F |a=28 | b=75 | 103 || F | 103*76/200 | 103*124/200 | 103
76 | 124 | 200 M | c=48 | d=49 | 97 |[m] 97*76/200 | 97*124/200 | 97

Proportion der Frauen in der Stichprobe:
P(Frau) = (a + b)/n=103/200
Proportion der Personen mit Brille:

Kreuztabelle
P(mit Brille) = (a + ¢)/n=76/200

erwartete (expected)
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76 124 | 200 76 124 200

erwartete (expected)
Kreuztabelle 20

empirische (observierte,
observed) Kreuztabelle




Die erwartete Haufigkeiten
aus der empirischen Haufigkeiten

mit | ohne | Total mit ohne Total

T

a=28 | b=75 | 103 a'=39.14 b'=63.86 103

T

M |c=48 | d=49 | 97 M| c'=36.86 d’'=60.14 97

76 | 124 | 200 76 124 200

empirische (observed) erwartete (expected)
Kreuztabelle Kreuztabelle

(Spaltensumme)- (Zeilensumme)
(Anzahl der Daten in der Stichprobe)
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(erwartete Haufigkeit ) =

Wenn die Nullhypothese ist giltig:

Die Werte in der entsprechenden Zellen der Kontingenztabellen
mit empirischen und erwarteten Haufigkeiten sind ungefahr
gleich.

Die folgende Prifgrosse (gewichtete quadratische Summe)
zeigt Chi-quadrat Verteilung:

Prufgrosse

7=y © _.Ei )

E

wobei

O, die empirische (observed)

E, die erwartete (expected) Haufigkeit

in der i-ten Zelle sind.

Freiheitsgrad: (Anzahl der Zeilen —1)*(Anzahl der Spalten —1)
fur eindimensionalen Tabellen: n-1

z.B. 2*2 (vierfelder-) Tabelle: 1 2

Bedingungen der Durchfihrung

n (Stichprobenumfang) soll gentigend gross sein

In der Kontingenztabelle der erwarteten Haufigkeiten sollen
alle Zellenwerte grosser als 1 sein.

In der Kontingenztabelle der erwarteten Haufigkeiten soll die
Anzahl der Zellen, in den der Wert zwischen 1 und 5 ist,
weniger als 20 % der Stichprobenumpfang sein.

(z.B. Vierfeldertabelle: alle Elemente sollen grésser als 5
sein)
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Spezielfall fur Vierfeldertabelle (praktikumsbuch 2.b.30)
Vierveldertest

das untersuchte Merkmal
1st vorhanden 1st nicht vorhanden msgesamt
Kollektiv A a b a+b
Kollektiv B c d ct+d
imsgesamt a+te b+d n
) n-(ad —bc)

= @rb)c+d)a+c)brd)

Die Bedingung der Durchfuhrung:
das Produkt der zwei kleinsten Teilsummen
soll grésser sein als 5n
a c¢

—=— & ad=Dbc
b d 24




Chi-Quadrat-Verteilung mit dem Freiheitsgrad 1

Chi-Quadrat-Verteilung mit dem Freiheitsgrad 3

f( 2) 05 ¢ ( 2) 0.25 : — -
1 X die Origina|e Verte”ung 3 X die 0|'|g|na|e Vertellung
100 %
0 . 2 2
X 0 ‘ X
0 . 2 s 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
05
N . . . .
fy 100 (Z ) die bei 2.71 abgeschnittene Verteilung fy 0% (Z
90 % Restflache: 10 %
0 : . . . 2 2
0 1 2 T s 4 5 6 4 X
2.71
0.5 ; - ] - 0.25
fl(sly)(;(z) die bei 3.84 abgeschnittene Verteilung f, (50/)()(2) die bei 7.82 abgeschnittene Verteilung
0 ; ; ; \ \ \ 2 0 : : : : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2
0 1 2 3 T 5 6 1 X 0 1 2 3 4 5 6 7 s 9 10 X 5
3.84 7.82
(1)

2* (CHLQUADRAT)-VERTEILUNG

o - D

w o X
p (Imtumswahrscheinlichkeit)
Freiheits-

grad 0,99 0,975 0,95 0,05 || 0,025 | 0,01 | 0,001

FG)
1 0,0000157 | 0,0000982 | 0,000393 | 3,84 5,02 6,63 | 10,83
2 0,0201 0,0506 0,103 5,99 || 7.88 921 | 13,82
3 0,115 0,216 0,352 7,81 9,35 | 11,34 | 16,27
4 0,297 0,484 0,711 949 || 11,14 | 13,28 | 18,47
5 0,554 0,831 1,15 11,07 ]| 12,83 | 15,09 | 20,51
6 0,872 1,24 1,64 12,59]] 14,45 | 16,81 | 22,46
7 1,24 1,69 2,17 14,07 ]| 16,01 | 18,47 | 24,32
8 1,65 2,18 2,73 15,51]] 17,53 | 20,09 | 26,13

Beispiel 1  Die Bedingung des Tests:
das Produkt der zwei kleinsten
Teilsummen soll grésser sein als 5n

mit | ohne | Total| 76*97 = 7372 > 5*200 =1000
Brille | Brille

Frau |a=28 | b=75| 103 Man darf den Chi-
Quadrat-Test anwenden

Mann | c=48 | d=49 | 97

Es gibt einen
76 | 124 | 200 Zusammenhang zw.
dem Geschlecht
, 200-(28-49-48-75)" _ und der
Aw = 76-124-103-97 10.54 Brillentragerschaft

(Manner tragen
10.54 > 42, =3,84 H, ist falsch C> Brille ofter)




| A B c D
1 Empirische Werte
2 | mit Brille ohne Brille
3 [Frau 28 75 =SUMME(B3:C3)
4 Mann |4a 49 |=summs(a4:c4;
p (Irrtumswahrscheinlichkeit) 5| =SUMME(B3:B4) =SUMME(C3:C4) =SUMME(B5:C5)
ey 6
Fretheits- | 7 Ewartete Werte
ad | 8| mit Brille ohne Brille
gG) 0,99 0,975 0,95 0,05 | 0025 001 | 0,001 | 9 |Frau |=s03*assrsoss =$D3'CS5/$D$5 |=SUMME(BQ:CQ)
| 10 mann =3D4'B$5/SD55  =$D4’CS5/5D$5  |=SUMME(B10:C10)
1 0,0000157 | 0,0000982 | 0,000393 | 3,84 | 5,02 | 663 | 10,83 . :; =SUMME(B9:810) =SUMME(C9:C10) =SUMME(B11:C11)
[13] Signifikanzniveau: |=CHITEST(B3:C4,B9.C10)
[ 14] Chi*-Wert: =CHIINV(D13,1)
200-(28-49 — 48 -75)? e — C——
2 _ _ 10 54 1 Empirische Werte
ZM - - . 2 | mit Brille ohne Brille
76-124-103-97 3 Frau | 28 ?5‘ 103
4 Mann 48 49 97
10.54 > y 2, =3.84 H,istfalsch s 78 124 20 Kalkulation
7 Ewartete Werte mit Excel
. 8 mit Brille ohne Erille
10.54 > y2,,; =6.63 H, ist falsch 9 Frau 39,140 63.860‘ 103
10 |Mann 36.860 60.140 o7
. . . . . 11 76 124 200
mit einem Signifikanzniveu: <0.01 12 _
29 13 Signifikanzniveau: 0.0012 30
14 Chi*-Wert: 10.5442606
Beispiel 2 mit | ohne | Total .
Brille | Brille Erh6hung des
Umfanges der
Frau | 1 | 3 | 4 ntang
Stichprobe
Mann | 5 3 8
mit | ohne | Total mit | ohne | Total
6 6 12 Fl 1| 3 4 F|28| 75 | 103
12 - 200
M| 5 8 8 M| 48 | 49 97
2 6| 6 12 76 | 124 | 200
4*6 = 24 < 5*12 :60 nmit :12033 Frauen nmit :§:037
ohne 3 nohne 75
Darfen wir in diesem M _5_ 167 Manner Mmi _ 48 _ (9
Fall den Chi-Quadrat- Nopne 3 Nopne 49
Test nicht anwenden. es gibt eine Vermutung, aber n vergréssert sich (12 - 200):
der Nachweis geht nicht der Nachweis geht




Beispiel 3 H,: die Haufigkeit von Lungenkrebs bei Rauchern und
P Nichtrauchern ist identisch, d.h. 2 =0.

H,: die beiden Haufigkeiten unterscheiden sich, also ist 2 = 0.

In der Tabelle sind die Haufigkeiten der zwei Kollektive aus der Stichprobe
einer Lungenfiirsorge dargestellt.

Lungen | kein

Da 23-27 = 621 > 5:61 = 305, krebs Lungen

kann der Test durchgefihrt krebs

werden. Raucher 14 13 27
Nichtraucher 9 25 34

, 61-(14-25-9-13)°

—4.13 23 38 61
A= 03.38-34- 27
. 2
Es ist zu sehen, dass ¥m =0 Sei das Signifikanzniveau: 5%.
ist, aber ist der Unterschied Der Freiheitsgrad (2x2 Tabelle) ist: 1.

auch signifikant (oder nur

zufallig)? 413> y %, =3,84 & Hyist falsch

Danach ist der Unterschied in der Haufigkeit von Lungenkrebs bei Rauchern

und Nicht-rauchern signifikant (bei einem Signifikanzniveau von 5%).
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Pr.Buch 2.b.29 (Bemerkung 15)

Beispiel 4 (Pr. Buch, R.103.) Uber eine erfolgreiche operative Korrektion
einer bestimmten Augenkrankheit (ischaemische optische Neuropathie vom nicht-arterialen Typ)
wurde im Jahre 1989 eine Veroffentlichung ausgegeben. Da in dieser
Krankheit friher keinerlei wirksame Behandlungsmethode bekannt war, wurde
dieser Eingriff verbreitet angewendet. Kiirzlich erschienen jedoch Berichte
auch von erfolglosen Eingriffen, daher hat man 244 solche Kranken in 25
klinischen Zentren statistisch erfasst, von denen bei 119 Personen die
Operation durchgefiihrt wurde, bei 125 Kranken jedoch nicht. Die
Beobachtungen in tabellarischer Form:

empirische Haufigkeiten erwartete Haufigkeiten

operiert |nicht op. |insg. operiert |nicht op.|insg.
verbessert 39 53] 92 verbessert 45 471 92
nicht verbessert 52 56| 108 nicht verbessert 53 55| 108
verschlechtert 28 16| 44 verschlechtert 21 23| 44
insgesamt 119 125| 244 insgesamt 119 125| 244

Es ist mit statistischen Methoden zu priifen, ob die Anzahl der Besserungen
ohne Operation tatsachlich hther war? Hy: keine Differenz

khi? = (39-44.87)?/44.87+(53-47.13)?/47.13 +(52-52.67)?/52.67+(56-55.33)?/55.33
+(28-21.46)%/21.46+(16—22.54)2/22.54 = 5.407

Weil 5.407 < 5.991= y 2, rg-0, ablehnen wir die H, nicht. *

Arten von Abhangigkeitsbeziehungen

Unabhéngigkeit Abhéangigkeit
1Q E /\
- e . N
= ' stochastische deterministische
Korpergrosse Beziehung Beziehung
Korrelations- /I\Assoziations-n ! =
analyse vermischt analyse P
m Geschmack ﬂ m@
Farbung - Konzentration

100

pe o o “’ :
Kdrpergrdsse 5\;
‘wh_ 3

numerisch ordinal nominal numerisch
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