
  

Informationstheorie

Begriff der Information (mit Beispielen)

Informationsgehalt von Daten und Datenströmen

Entropie und Information

Ich wünsche bei schweren Entscheidungen so ruhig 
bleiben zu können wie JB!



  

Begriff der Information (mit Beispielen)

Intuitive Begriffe:

"informare" (Lat.) : „die Gedanken formen/beeinflussen”, oder jemandem belehren.

Also, wir lernen nur dann wenn wir Informationen bekommen.

Oder:
„ein Zufuhrstyp in ein Lebewesen oder Gerät” 
(z.B. Sicht von Futter → Bewegung in die gegebene Richtung)

Oder:
„Information ist ein Muster, was andere Mustern beeinflusst.”
(RNS/DNS Sequenz → Eiweisstoffsfunktion)

Ich wünsche bei schweren Entscheidungen so ruhig 
bleiben zu können wie JB!



  

Informationsübertragung – Informationsgehalt

Ereigniss und Information:

Ereignisse mit unterschiedlichem Informationsgehalt:

-Heute ist -wie fast immer - wieder Stau.

-Gestern hat geregnet.

-Ich habe den Hauptgewinn bekommen!

Wie können wir Informationen kodieren?

Sprache, Schrift, Zeichnung,...



  

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Welches aus den möglichen Ereignisse ist aufgetreten?

(Nachricht)

Informationsübertragung – Informationsgehalt



  

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Welches aus den möglichen Ereignisse ist aufgetreten?

(Nachricht)

Informationsübertragung – Kodierung



  

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Welches aus den möglichen Ereignisse ist aufgetreten?

(Nachricht)

Informationsübertragung – Kodierung

Kodieren: Wir stellen Ereignisse mit ZAHLEN dar.

Dekodieren: Wir rekonstrieren die Ereignisse aus den ZAHLEN



  

Ein Beispiel

Münzenwerfen

Kopf oder Zahl?

Informationsübertragung – Kodierung

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Kodierung

Dekodierung



  

Beispiel

Kopf oder Zahl

Wer hat gut geraten

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Kodierung

Dekodierung

Informationsübertragung – Kodierung



  

Beispiel

Kopf oder Zahl

Wer hat gut geraten

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Kodierung

Dekodierung

Informationsübertragung – Kodierung

Which side is up?

Kodierung

Kopf oder Zahl
-> Zahlen: 1,0

1 0



  

Beispiel

Kopf oder Zahl

Wer hat gut geraten

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Kodierung

Dekodierung

Informationsübertragung – Kodierung

Kodierung Kopf oder Zahl
-> Zahlen: 1,0

Sprache,Zeichnen,SMS,email,...

1 0



  

Beispiel

Kopf oder Zahl

Wer hat gut geraten

Übertragungskanal

Informationsquelle

Informationsempfänger 
Ziel

generell 

Kodierung

Dekodierung

Informationsübertragung – Kodierung

Kodierung Kopf oder Zahl
-> Zahlen: 1,0

Sprache,Zeichnen,SMS,email,...

1 0

1 0

 Zahlen: 1,0 ->
Kopf oder Zahl

Dekodierung

Bei der Kodierung/Dekodierung muss das selbe „Wörterbuch” benutzt werden.
Zahlen können mit Rechenmaschienen aufgearbeitet, gespeichert, etc. werden.



  

Informationsübertragung – digitale Kodierung

: 1 1

: 0 0

: 1 001
: 2 010
: 3 011
: 4 100
: 5 101
: 6 110

Ereignis Zahl digitaler Kode

2-Basis Zahlensystem, Beispiel: 1012 = 1*22+0*21+1*20 = 510

bit = „binary digit”



  

Wie viele bits werden gebraucht? - das könnte ein Maß für den Informationsgehalt sein

Bit: binary digit (binärziffer)

0 oder 1

Informationsübertragung – digitale Kodierung

Wir haben nur zwei Ziffern: 0 und 1 
(„normal” haben wir 10: 0,1,2,...,9)
Aus diesen Zwei bilden wir Zahlen, 
ähnlicherweise zu den „normalen”, aber 
statt 1,10,100,1000, etc, benutzen wir 
1,2,4,8,16,... 
22 =4,  21 =2,   20 = 1
(102=100,101=10, 100=1)

Beispiel: 1012 = 1*22 + 0*21 + 1*20 = 4+0+1 = 510



  

Wie viele bits werden gebraucht?

Bit: binary digit

0 oder 1

: 1 1

: 0 0

: 1 001
: 2 010
: 3 011
: 4 100
: 5 101
: 6 110

Anzahl d. Bits

1

3

Informationsübertragung – digitale Kodierung

Ereignis Zahl digitaler Kode



  

Informationsübertragung – Kodierungseffizienz

: 1 1

: 0 0

: 1 001
: 2 010
: 3 011
: 4 100
: 5 101
: 6 110

7 111
0 000

1

3

2

8

Wir haben nur 6 Ereignisse,
Könnten aber 23=8 Kodieren

Maximaler Anzahl der EreignisseAnzahl d. BitsEreignis Zahl digitaler Kode



  

Informationsübertragung – Kodierungseffizienz

: 1 001
: 2 010
: 3 011
: 4 100
: 5 101
: 6 110

7 111
0 000

3 8

Wir haben nur 6 Ereignisse,
Könnten aber 23=8 Kodieren

Maximaler Anzahl der EreignisseAnzahl d. BitsEreignis Zahl digitaler Kode

Eine bessere Kodierung:

{X
1
X

2
X

3
} Stellen wir jeweils 3 Ereignisse zusammen:

Ohne extra Aufwand wäre das einfach 3x3 bits = 9 bits



  

Informationsübertragung – Kodierungseffizienz

: 1 001
: 2 010
: 3 011
: 4 100
: 5 101
: 6 110

7 111
0 000

3 8

Wir haben nur 6 Ereignisse,
Könnten aber 23=8 Kodieren

Maximaler Anzahl der EreignisseAnzahl d. BitsEreignis Zahl digitaler Kode

Eine bessere Kodierung:

{X
1
X

2
X

3
} Stellen wir jeweils 3 Ereignisse zusammen:

Ohne extra Aufwand wäre
 das einfach 3x3 bits = 9 bits

  Wir haben aber insgesamt
 63 = 216 Möglichkeiten, wenn 
wir 3-mal würfeln. 
Weil 28 = 256, sind 8 Bits mehr 
als genug! (7 wäre zu wenig)

1 Bit weniger!



  

Informationsübertragung – Informationsgehalt

Informationsgehalt := wie viele Bits minimal notwendig sind.

Dieser Zahl kann auch ein Bruchzahl sein, wenn wir Bit/Ereignis nehmen.
Nochdazu, der gibt auch ein maximaler Effizienz an: die bestmögliche
Kodierungsprozess benutzt genau so viele Bits. Alle andere Methoden
brauchen mehr Bits für die Übertragung. (also sind weniger effektiv)

  Wir haben aber insgesamt
 63 = 216 Möglichkeiten, wenn 
wir 3-mal würfeln. 
Weil 28 = 256, sind 8 Bits mehr 
als genug! (7 wäre zu wenig)



  

Wie verbindet sich das mit der intuitiven Gedanken über wie viel wir von
einem Nachricht lernen?

-Heute ist -wie fast immer - wieder Stau.

-Gestern hat geregnet.

-Ich habe den Hauptgewinn bekommen!

Informationsübertragung – Informationsgehalt

Informationsgehalt := wie viele Bits minimal notwendig sind.



  

Wie verbindet sich das mit der intuitiven Gedanken über wie viel wir von
einem Nachricht lernen?

-Kopf oder Zahl?

-Heute ist -wie fast immer - wieder Stau.

-Gestern hat geregnet.

-Ich habe den Hauptgewinn bekommen!

Informationsübertragung – Informationsgehalt

Informationsgehalt := wie viele Bits minimal notwendig sind.

p q=1-p

½ ½

¾ ¼

10% 70%

1/13,983,816 0.999....



  

Wie verbindet sich das mit der intuitiven Gedanken über wie viel wir von
einem Nachricht lernen?

-Kopf oder Zahl?

-Heute ist -wie fast immer - wieder Stau.

-Gestern hat geregnet.

-Ich habe den Hauptgewinn bekommen!

Informationsübertragung – Informationsgehalt

Informationsgehalt := wie viele Bits minimal notwendig sind.

p q=1-p

½ ½

¾ ¼

10% 70%

1/13,983,816 0.999....

Keine
Ahnung

Fast sicherlich
nicht
gewonnen



  

Wie verbindet sich das mit der intuitiven Gedanken über wie viel wir von
einem Nachricht lernen?

-Kopf oder Zahl?

-Heute ist -wie fast immer - wieder Stau.

-Gestern hat geregnet.

-Ich habe den Hauptgewinn bekommen!

Informationsübertragung – Informationsgehalt

p q=1-p

½ ½

¾ ¼

10% 70%

1/13,983,816 0.999....

Keine
Ahnung

Fast sicherlich
nicht
gewonnen

bekommene Information ist umgekehrt proportional zu der Wahrscheinlichkeit (p)

Ganz intuitiv: wenn etwas sehr selten vorkommt, (also p ist klein), dann, wenn es doch irgendwie
passiert dann ist das ein großer Nachricht, als wenn etwas häufiger vorkommt, und so passiert es wieder mal.



  

Informationsübertragung – Informationsmaß

P
i

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

P
i

1/2
1/4
1/8
1/16
1/32
1/32

Falsch

Fair Wahrscheinlichkeit p*(Anzahl der Bits)

0.17 000 3 0.5

0.17 001 3 0.5

0.17 010 3 0.5
0.17 011 3 0.5
0.17 100 3 0.5
0.17 101 3 0.5

Erwartungswert der Bitmenge 3

0.5 0 1 0.5

0.25 10 2 0.5
0.13 110 3 0.38

0.06 1110 4 0.25

0.03 11110 5 0.16

0.03 11111 5 0.16

Erwartungswert der Bitmenge 1.94

Kodierungs
beispiel

benötigte 
Bits

Wir können in diesem Fall besser Kodieren:

Eine bessere Kodierung
Nutzt aus, das manche 
Ereignisse kommen 
selten vor, aber andere 
öfter.
Die seltene Ereignisse 
kodieren wir mit längeren 
„Wörter”, dafür aber die
often vorkommende mit 
kürzeren. So wird der 
durchschnittlicher Anzahl
der Bits kleiner.



  

Informationsübertragung – Informationsmaß

P
i

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

P
i

1/2
1/4
1/8
1/16
1/32
1/32

Falsch

Fair Wahrscheinlichkeit p*(Anzahl der Bits)

0.17 000 3 0.5

0.17 001 3 0.5

0.17 010 3 0.5
0.17 011 3 0.5
0.17 100 3 0.5
0.17 101 3 0.5

Erwartungswert der Bitmenge 3

0.5 0 1 0.5

0.25 10 2 0.5
0.13 110 3 0.38

0.06 1110 4 0.25

0.03 11110 5 0.16

0.03 11111 5 0.16

Erwartungswert der Bitmenge 1.94

Kodierungs
beispiel

benötigte 
Bits

Wir können in diesem Fall besser Kodieren:

Hier wir „lernen” weniger,
denn wir wissen schon
in voraus, das 1 und 2 
kommen sehr häufig vor.

Hier wissen wir 
nichts im voraus, 
alles ist gleich 
möglich



  

Wie können wir den Informationsmaß (H) matematisch definieren? (Shannon 1948)

1.: H muss kontinuierlich sein in p
i
  (kleine Veränderung von p

i
 → keine Sprünge in H)

2.: seltene Ereignisse haben großen Informationsgehalt:
       H ist indirekt proportional zu p

Wenn alle Ereignisse haben die gleiche Wahrscheinlichkeit (p
i
 = 1/n)

dann muss H monotonisch steigend sein in n. 

3.: Entscheidungsverzweigungen:
Wenn ein Ereignis mit mehreren Entscheidungen hervorgerufen werden kann,
dann die möglichen Wege sollen in H additiv sein, 
mit Wichtungsfaktoren gleich den Wahrscheinlichkeiten

H (1
2
,
1
3
,
1
6)=H (1

2
,
1
2)+1

2
⋅H ( 2

3
,
1
3)

Informationsübertragung – Informationsmaß

Und noch: H(p
1
,p

2
,p

3
)=H(p

2
,p

1
,p

3
), also ist H symmetrisch



  

H= p⋅log2( 1
p)Shannon : definieren wir H mit

log
2
 : 2-Basis logaritmus

Beispiele:

log
2
 (2) = 1

log
2
 (4) = 2

log
2
 (8) = 3

I=log2( 1
p)

Man kann auch den Informationsgehalt eines einzigen Ereignisses ausrechnen:

Also H= p*I, somit ist H ein Erwartungswert, oder Mittelwert.
(wenn wir über alle Möglichkeiten summieren)

Informationsübertragung – Informationsmaß



  

H= p⋅log2 1
p Shannon 

Wenn wir mehrere Möglichkeiten haben, dann ist H eine Summe:

H=∑
i

pi⋅log2 1
pi =∑

i

− pi⋅log2 pi

[bit]

andere log-basis Möglichkeiten:
log

e
  (ln) : [nat]

log
10

 (lg) : [ban]

Informationsübertragung – Informationsmaß



  

Informationsmaß  - Entropie

Kopf oder Zahl?

p q = 1-p

H=∑
i

−pi⋅log2 pi=− p⋅log2 p−q⋅log 2q=− p⋅log 2 p−1− p⋅log21− p



  

H=∑
i

−pi⋅log2 p i=−p⋅log2 p−q⋅log2 q=−p⋅log2 p−(1−p)⋅log2(1−p)

faire Münze: p = ½
 
Keine Erwartungen
maximale Unsicherheit

Informationsmaß  - Entropie

Kopf oder Zahl?

p q = 1-p

H deshalb wird auch benannt als:
 Shannon-entropy



  

faire Münze: p = ½
 
Keine Erwartungen
maximale Unsicherheit

Informationsmaß  - Entropie

Kopf oder Zahl?

p q = 1-p

Wenn wir nichts im voraus wissen, und so alle Ereignisse sind gleich möglich, dann ist der
Anzahl der erwarteten Ereignisse maximal.

In der Physik ist Entropie dann maximal, wenn der Anzahl der Mikrozustände maximal ist.

H deshalb wird auch benannt als:
 Shannon-entropy



  

H ist nur dann 0, wenn es nur eine Möglichkeit gibt: p=0 oder p=1

Physikalische Entropie (S) ist nur dann 0 wenn nur 1 Mikrozustand möglich ist.

Informationsmaß  - Entropie

Kopf oder Zahl?

p q = 1-p



  

Rechenaufgabe:

In einer Krankheit hat man drei Mikrobentype gefunden, die aber mit unterschiedlichen
relativen Häufigkeiten vorkommen: A=0.002, B=0.35, C=0.648. 

Bestimmen Sie den Informationsgehalt des Auftretens! 
Wie viele Bits werden durchschnittlich umbedingt benötigt um die Diagnosen
 übertragen zu können? 
Wie groß ist die Informationsentropie?

I A=log2( 1
p A)=8.966 und I B=log2( 1

pB )=1.514 und I C=log2( 1
pC )=0.626

H=PA∗I A+PB∗I B+PC∗I C=0.018+0.53+0.40=0.948

Informationsentropie ist gleich zu der minimalen Anzahl der benötigte.

Eine bessere Kodierungsmethode ist nicht möglich, aber die technisch machbare Methoden 
sind oft etwas weinger effektiv.

N.B.: P ≈ relative Häufigkeit

H=∑
i

pi⋅log2( 1
pi )=∑

i

−pi⋅log2 p i

I=log2( 1
p )



  

Beispiele in der Medizin

Wie viel Information ein diagnostisches Verfahren
liefert, kann als die relative Entropie vor-und nach
der Diagnose bestimmt werden.

Benutzung:
- diagnostische Tests
- Expertensysteme a

i
: pre-test Wahrscheinlichkeit

b
i
: post-test Wahrscheinlichkeit



  

weitere Beispiele

Gentechnologie

DNS Sequenzanalyse

Enzumfunktionsanalyse

Proteomics

Systems biology

...



  

Datenbasen

Datenbasen speichern Information.

Speichern ist nicht genug, wir möchten auch aufsuchen, wiedergeben, etc.



  

Datenbasen

Auf dem Papier ist alles
sehr Aufwändig.



  

Wir können eine Rechenmaschiene benutzen
(Excel, OpenOffice, etc)



  



  

Tabelle : geordnete Datenmenge (Informationen)



  

 „Tupel” oder Datensatz (record) : 

Databases – storing information

Eine Zeile in der Tabelle, ist ein Datensatz.
Jeder Datensatz hat dieselbe Struktur



  

Spalte: Datentyp



  

Sortieren



  



  

Suchen ist auch möglich



  

Es gibt aber probleme mit solchen Tabellen

Datensätze können unterschiedliche größe haben

Ungünstig
Wenn etwas leer ist: absichtlich, oder fehlerhaft?



  

Dieselben Daten sind mehrmals gespeichert:

Typos
Später können wir nicht alle ändern (einfach zu viele)



  

Databases – SQL

Structured Query Language:

Strukturierte Aufsuchssprache.
Relationelle Datenbanke.

Die Relationsschemen legen die
Verbindungen fest.



  

Die Pfeilen zeigen die Relationen,
Man bricht alles auf kleine
Tabellen auf.

Ein Information wird nur
einmal gespeichert.

Es gibt ein Algebra, womit
die Relationen manipuliert
werden können.

Schnell und effektiv.



  

Extension material: information entropy and physical entropy



  

„ in an isolated system, entropy never decreases.” Second Law of Thermodynamics

The Maxwell demon

Temperature of A decreses, B increases   → Violation of the Second Law ?

Information entropy and physical entropy



  

„ in an isolated system, entropy never decreases.” Second Law of Thermodynamics

The Maxwell demon

Temperature of A decreses, B increases   → Violation of Law II. ?

Solution: NO, since the demon interacts with the system, it must be considered.
The demon acquires information, and this changes it's state! 

Information entropy and physical entropy



  

1. : molecule's position unknown
2. : measure position, information = 1 bit

Information entropy and physical entropy



  

Piston

Work is produced here!

1. : molecule's position unknown
2. : measure position, information = 1 bit
3. : move appropriate piston, no molecules moved here
4. : release door : isothermal expansion
5. : door opened, position information lost!

Isothermal expansion:

W A B=NkT lnV A

V B


In this case:
N=1
V

A
/V

B
 = 2

Hence

W = kT ln(2)

Information entropy and physical entropy



1. : molecule's position unknown
2. : measure position, information = 1 bit

Information entropy and physical entropy



  

Leo Szilárd:

From Law II.  taking into account that W = TDS

W
produced by piston

 = W
loss of information

TDS
inf

 = kT ln2

DS
1bit

 = k ln2

Ereasing 1 bit of information increases physical entropy by k·ln2

(Landauer 1971, logically irreversible processes, eg. AND-gate)

Information entropy and physical entropy


