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Veres Daniel

Ebben az el6adasban sz6 lesz valdszinlségekrdl, illetve eloszlasokrol.

Az elGadas els6 felében néhany kisérletet mutatok elméletben, illetve gyakorlatban egy
kis izelitéul a valdészinliségrél, populacié-minta viszonyardl. Ezeken keresztil
megprobalom megmutatni a minta nagysaganak szerepét, hogy eljuthassunk a

populacid és minta fogalmahoz és a valdszinlség egy definicidjahoz. Ez a definicié a nagy
szamok relativ gyakorisagokra vonatkozo térvényén alapszik.

Ezt kdvetben az események valdszinlségének alapfogalmaival ismerkedhetliink meg
(jelolésrendszer; és/vagy kapcsolat események kozott; egymast kdlcséndsen kizard
események és fliggetlen események fogalma, hasznalta; Kolmogorov axiémak; feltételes
valdszinliség és haszndlata).

Az utolsé néhany didn pedig megmutatom, hogy hogyan m(ikoédik a ,,mindennapi
gondolkodasunk”, illetve hogyan kellene m(ikddnie, ha a valdszinlség-szamitas
megtanult elemeire is gondolunk...



Egy kisérlet...

Az adott betegséget kimutatod gyorsteszt:
kék: egészséges
zold: beteg
Szeretnénk kideriteni a gyorsteszt segitségével, hogy egy kérdéses
terlileten van-e jarvany. A kovetkezéket tudjuk:
- A betegséggel nem sujtott (,egészséges”) tertileteken:
1-2 z6ld / 10 megvizsgalt egyénre.
- A betegséggel sujtott (,,beteg”) terlleteken:
7-9 z6ld / 10 megvizsgalt egyénre

FelUtotte-e a fejét a jarvany az adott teriileten? (Be kell-e
avatkoznunk...?)

Ebben a kisérletben egy jarvanyigyi ,eljarast” modelleziink.
Az adott betegség kimutatasara rendelkezlink egy gyorsteszttel, amelynek az
eredménye:
fehér: ha a vizsgalt paciens egészséges
z6ld: ha az illet6 beteg
Szeretnénk kideriteni a gyorsteszt segitségével, hogy egy kérdéses terlleten van-e
jarvany. A kévetkezéket tudjuk:
- A betegséggel nem sujtott (,egészséges”) teriileteken:
1-2 z6ld eredményt kapunk 10 megvizsgalt egyénre.
- A betegséggel sujtott (,beteg”) tertleteken:
7-9 z6ld eredményt kapunk 10 megvizsgalt egyénre
Felitotte-e a fejét a jarvany az adott terileten?

Sajnalatos mddon limitalt forras és id6 all rendelkezéslinkre déntésiink meghozatalaban,
de donteniink kell.



Egy kisérlet...

Az adott betegséget kimutatod gyorsteszt:
kék: egészséges
zold: beteg
Szeretnénk kideriteni a gyorsteszt segitségével, hogy egy kérdéses
terlileten van-e jarvany. A kovetkezéket tudjuk:
- A betegséggel nem sujtott (,egészséges”) tertileteken:
1-2 z6ld /10 megvizsgalt egyénre.
- A betegséggel sujtott (,,beteg”) terlleteken:
7-9 z6ld / 10 megvizsgalt egyénre

FelUtotte-e a fejét a jarvany az adott tertleten?

A vizsgalatok szamdanak novelésével n6 a , bizonyossag”.
Hany mérést kell végezniink?
Valamekkora bizonytalansag mindig lesz ... — De ez mekkora?

Az elvégzett kisérletbdl azt a tanulsdgot vonhattuk le, hogy az elvégzett gyorstesztek
(megvizsgdlt emberek) szamdnak névelésével né jo déntésiink ,biztonsdga”.

Hany mérést kell(ene) elvégezniink?

Valamekkora bizonytalansdga mindig lesz a déntésiinknek, ha nem mériink meg
mindenkit.

Valamekkora bizonytalansdga mindig lesz a déntésiinknek, ha nem mériink meg
mindenkit. Mekkora és vajon milyen mennyiség ez a bizonytalansag?



Alapsokasag és minta

Alapsokasag (populacid)

Az alapsokasag rendszerint olyan méretd, Emiatt az alapsokasdgnak csak egy részhalmazat
hogy az dsszes eleme nem vizsgalhatd meg. vizsgaljuk, ezt nevezziik mintanak.

BIZONYTALANSAG! I D

A minta elemein méréseket végziink,

Aminta Jellejmzoi alapjan . majd az igy keletkez& adathalmazt
az alapsokasagra vonatkozo ‘ (amit szintén mintanak neveziink)

kovetkeztetést vonhatunkle grafikusan és matematikailag jellemezziik

Ahhoz, hogy megvalaszolhassuk a fenti kérdéseket el6sz0r tisztazzuk az alapsokasdg és a
minta fogalmat.

Mint emlitettlik, a statisztika végtelen tomegjelenségek leirdja. Ez azt jelenti, hogy a
jelenségek vizsgalata soran sok, akar végtelensok mérést is végezhetiink. Ezen
elméletileg lehetséges 6sszes mérés kimeneteleinek, eredményeinek 6sszefoglald
halmazat nevezziik alapsokasdgnak (populdcidnak). Eiméletben a statisztikai valtozd
teljes megismeréséhez ezt a végtelensok mérést el kellene végezniink, de erre
nyilvanvaléan nincs lehet8ségunk.

Ezért az alapsokasagnak csak egy részhalmazat vizsgaljuk, amit mintdnak neveziink. A
minta tehat az alapsokasag részhalmaza, amelynek alapja a véletlen kivalasztas.

A létrehozott mintdn méréseket végziink, a keletkez6 mérési eredmények (kimenetelek)
halmazat szintén mintanak nevezziik. (Magyaran: kevésbé preciz fogalmazassal pl. az
évfolyam mint alapsokasag egyik csoportjanak tagjait tekinthetjik az évfolyambdl vett
mintanak; precizebben fogalmazva az évfolyam hallgatdinak vércsoportadatai
jelenthetnek alapsokasdgot, mig az egyik csoport tagjainak vércsoportadatai egy
lehetséges mintat.)

A mintat jellemezhetjik grafikusan és szamszer(en, ahogyan azt megtanultuk az el6z6
el6addson. A minta igy megallapitott tulajdonsagait extrapolalhatjuk, azaz
kiterjeszthetjlik az alapsokasagra. Az el6bbi példanal maradva: amilyen aranyban a
mintdban el6fordulnak az egyes vércsoportok, kb. olyasmit varunk el az egész



alapsokasagtdl is. Mivel a minta 6sszeallitasa véletlenszerlen torténik, nem biztos, hogy
tokéletesen reprezentdlja az alapsokasagot, a kilénb6z8 értékek alapsokasagon belili
el6forduldsi aranyat. igy a minta alapjan levont kdvetkeztetésekhez mindig tdrsul
valamekkora bizonytalansdg.

Milyen mennyiség ez a bizonytalansag? Hogyan definidlhatjuk?



Egy masik szemszoghdl...

k
n A 6-0s dobas eseményének relativ gyakorisagai
11 3, kisérletsorozatban”.
Rel.gyak, = —kedvezé”
dsszes
Azt tapasztaljuk, hogy a relativ gyakorisagok ilyen sorozatai — bar
ingadozasokat mindig mutatnak — a |, kisérletsorozat” hosszanak

novekedtével egyre inkabb stabilizalodnak valamilyen érték koriil.
Tovabbad ez az érték az aktualis ,kisérletsorozattdl” flggetlendl
Iényegében ugyanakkora.

Ebben a kisérletben egy dobdkockat dobunk 50-szer és kdzben rogzitjik a 6-os dobasok
relativ gyakorisagat. Ezt a kisérletet 3-szor végezzik el. Ezeknek az eredményei lathatdk
a didn. A 6-os dobasi eredményt (kimenetelt) nevezzek a kedvez kimenetelnek —
eseménynek.

Azt tapasztalhatjuk, hogy a relativ gyakorisdg (,,kedvez8” /6sszes dobdsok szdma) — bar
folyamatosan ingadozva —, de egy adott értékhez tart, tovabba ez a stabilizal6dd érték
az aktualis ,kisérletsorozattol” fiiggetleniil ényegében ugyanakkora.

Ebben a kisérletben egy dobdkockat dobunk 50-szer és kdzben rogzitjik a 6-os dobasok
relativ gyakorisagat. Ezt a kisérletet 3-szor végezzik el. Ezeknek az eredményei lathatdk
a dian.

Azt tapasztalhatjuk, hogy a relativ gyakorisdg (,,kedvez8” /6sszes dobdsok szdma) — bar
folyamatosan ingadozva —, de egy adott értékhez tart, tovabba ez a stabilizal6dd érték
az aktualis ,kisérletsorozattdl” fiiggetleniil ényegében ugyanakkora.



Valdszinlség, mint mennyiség?

A 6-0s dobas eseményének relativ gyakorisagai
3, kisérletsorozatban”.
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A nagy szamok (relativ gyakorisdgokra vonatkozd) tapasztalati térvénye: a
relativ gyakorisag értéke egy végtelen sorozatban egy adott értékhez tart.
Az adott eseményhez hozzarendelhetjiik ezt az értéket: 6 dobashoz az 1/6-ot.
Ezt az értéket nevezzitk az esemény valoszinliségének.

Ez a térvény tapasztalati torvény, tehat logikai Gton nem bizonyithato.

Ezt a megfigyelést nevezzilk a nagy szédmok (relativ gyakorisdgokra vonatkozd)
tapasztalati térvényének: : a relativ gyakorisag értéke egy végtelen sorozatban egy adott
értékhez tart.

Rendeljiik hozzda a , kedvez8” eseménylinkho6z a ,,stabilizal6ddé” értéket, mint
mennyiséget: jelen esetben a 6-os dobdshoz az 1/6-ot.

Ezt az értéket nevezziik az esemény valdszintiségének. (Egy adott helyzetben mért
valtozd kimenetelének valdszinlsége.)

Tehat azt is mondhatjuk, hogy egy esemény relativ gyakorisdga megegyezik az esemény
valdszinliségével, ha az ismétlések szama (kisérletsorozat hossza) végtelen.

Ez a torvény tapasztalati térvény, tehat logikai uton nem bizonyithato.



Esemeények valoszinliségei l.

Jeldlések:

Esemény: A
(a paciensnek ldza van)

Az A esemény bekovetkezésének valdszintsége: P(A)
(annak a valdszinlisége, hogy a pdciensnek ldza van)

Ellentett esemény: A

(a paciensnek NINCS ldza)
Az A esemény be NEM kovetkezésének valdszinlisége: P(A) vagy
P(nemaA)

(annak a valdszintisége, hogy a pdciensnek NINCS ldza)

NINCS laza
(A)

Laza
van
(A)

Venn-diagram

A kovetkez6kben az események valdszinliségeinek alapfogalmait targyaljuk.

El&szor ismerkedjink meg a jelolésrendszerrel. (a kévetkezékben zdrdjelben, déit
betlikkel taldljatok a példdkat)

Az egyes eseményeket nagy betlvel jel6ljik — példaul A = a betegnek ldza van.

Az A esemény bekovetkezésének valdszinliségét pedig P(A)-val jeloljik. Példaul P(A) =
annak a valdszintisége, hogy a pdciensnek Idza van.

Ellentett eseménynek hivjuk az adott esemény tagaddasat: az esemény nem kdvetkezik
be. Jeldlése: A (pl. a paciensnek NINCS laza) Az A esemény be NEM kdvetkezésének
valdszinlségének jeldlése: P(A) vagy P(nemA) (annak a valdszinlisége, hogy a paciensnek
NINCS laza). Venn-diagramon a didn lathaté mdédon abrazolhaté.



Események valoszinlségei ll.

Annak a valoszinlisége, hogy A vagy B esemény bekovetkezik:
P(AvagyB), P(A+B), P(AUB)
(annak a valészinlsége, hogy a pdciensnek ldza vagy fejfdjdsa van)

g g \‘
e Fejfajasa N
/' Laza / \'\ van \\\

Annak a valdszin(iségét, hogy az A vagy a B esemény bekovetkezik (a pdciensnek ldza
vagy fejfdjdsa van) tobb féle mddon jeldlhetjik: P(AvagyB), P(A+B), P(AUB).

Ez utdbbi jeldlés a halmazoknadl szokdasos jeldlésnek felel meg: az U a halmazok unidjat
jelenti, azaz legalabb az egyik halmazhoz valo tartozast. Ennek a Venn-diagramon valé
abrazolasa lathatd az abran.



Esemeények valoszinliségei lll.

Annak a valdszinlisége, hogy A és B esemény egyarant bekovetkezik:
P(AésB), P(A*B), P(AB), P(ANB)
(annak a valdszinlisége, hogy a pdciensnek ldaza és fejfdjasa van)

Fejfajasa
Laza van

van

Annak a valodszinlségét, hogy A és B esemény egyarant bekovetkezik a kovetkezd
modokon jeldlhetjik: P(AésB), P(A*B), P(AB), P(ANB). (Annak a valdsziniisége, hogy a
pdciensnek ldza és fejfdjdsa is van.)

A n jel a halmazok metszetét jelenti. A Venn-diagramon ez a két halmaz kdz6s része.



Esemeények valoszinliségei V.

Egymast (kdlcsonosen) kizaro események: A és B események
egyuttesen nem kovetkezhetnekbe.
(a paciens terhes és ferfi) (ANB)=0

'/:I'erhesa» N\ VFérﬁr

Fuggetlen események: A esemény bekovetkezténeknincs hatdsa B
bekovetkezésére.
(az elsé pdcienstlink férfi, a mdsodik né)

Ezen a dian kétféle esemény-kapcsolatra hivnam fel a figyelmet.

Az egymdst kblcsénésen kizdard események azok, amelyek egylittesen nem
kovetkezhetnek be (a pdciens férfi és terhes). Halmazokkal abrazolva 6ket latszik, hogy ez
azt jelenti, hogy a két halmaz nem metszi egymast (metszetik lires halmaz, azaz
(AnB)=0).

Fliggetlen eseményekre igaz, hogy az egyik esemény bekovetkezésének nincs hatasa a
masik esemény bekovetkeztére (az elsé pdciens férfi, a mdsodik pedig nd).



Esemeények valoszinliségei V.

Feltételes valdszinlség
A esemény bekovetkezésének valoszinlisége tudva, hogy B esemény

bekovetkezett: P(A|B).

(annak a valdszinlisége, hogy a pdciensiinknek influenza fert6zése
van (nem mds fertézése) tudva azt, hogy virusos eredet(i a
fertézése)

Miel6tt tovabb haladnank, definidljuk a feltételes valdsziniiséget.

A ,feltételesség” arra vonatkozik, hogy csak egy alcsoporton belill —azaz ha mar egy
esemény bekdvetkezett — szamitjuk a valdszinliséget. Masként megfogalmazva A
eseménynek B-re vonatkoztatott feltételes valdszinlisége az A esemény valdszinlisége,
ha B bekovetkezett. Jeldlése: P(A|B). Példaul annak a valdsziniisége, hogy a
pdciensiinknek influenza fert6zése van tudva azt, hogy virusos eredetd a fertézése.
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Esemeények valoszinliségei VI.

Események valdszinliségének alaptorvényei (Kolmogorov-axiomak):
1.0<P(A) <1

2. P(biztos) = 1 (a pdciens el6bb vagy utobb meghal)
P(lehetetlen) = 0 (a pdciens teljesen egészséges*)

3. Egymast kolcsonosen kizaro eseményekre: (P(AésB)=0)
P(AvagyB)=P(A)+P(B)
(annak a valdszinlisége, hogy pdciensiink terhes vagy férfi)

Ezekbdl levezethetd:

+4. Fiiggetlen eseményekre: P(AésB)=P(A)*P(B)
(annak a valdszinlisége, hogy az elsé paciensink férfi és a
mdsodik né)

Az események valdszinliségeinek leirasat a Kolmogorov axiomak segitségével tehetjiik
meg. Az aldbbiakban ezeket az axiomakat irom le (kissé egyszerUsitett formaban).

1. Egy esemény valdszinlsége 0 és 1 kdzotti érték.

2. a) A biztos esemény valdszinlsége 1 (a pdciens el6bb-utdbb meghal — mint tudjuk az
élet egy szexualis Uton fert6z6 halalos betegség ©).

2. b) A lehetetlen esemény valdszinlsége 0 (a pdciens teljesen egészséges — mint tudjuk
nincs egészséges ember, csak rosszul kivizsgélt beteg ©).

3. Annak a valdszinlsége, hogy A vagy B esemény bekdvetkezik, ha A és B események
egymast kélcséndésen kizardak egyenld az egyik esemény valdszinliségének és a masik
esemény valdszinliségének az 6sszegével (annak a valdszinlisége, hogy kévetkezd
pdciensiink egy férfi lesz vagy egy terhes = annak a valdszinlisége, hogy férfi lesz a
kévetkezé pdciensiink + annak a valdszinlisége, hogy egy terhes lesz a kévetkezd
pdciensiink).

Ezekbdl az axiomakbdl szamos egyéb 0sszefliggés levezethetd, amelyek kdzil most egyet
emelnék ki.

+4. Annak a valdszinlisége, hogy A és B esemény is bekdvetkezik, ha A és B események
egymastol fliggetlen események egyenld az A esemény valdszinlségének és a B
esemény valodszinliségének szorzatdval (annak a valdszinlisége, hogy az elsé pdciensiink
férfi és a rakévetkez6 né lesz = annak a valdszinlisége, hogy férfi lesz a kévetkezé
pdciensiink*annak a valdsziniisége, hogy a rakévetkezd pdciensiink né lesz).

Megjegyzendd, hogy ezek a megallapitasok (2-4) ,forditva” is igazak. Példaul ha
P(AésB)=P(A)*P(B), akkor A és B események egymastol fuggetlenek.
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Események valdszinliségei VII.

Feltételes valdszinliség szamitdsa
dltalénos forma 2 eseményre: P(A|B)=P(AésB)/P(B)

A kovetkez6kben a feltételes valdszinliséggel kapcsolatos szamitasokat mutatok be. A
fent [athatd 6sszefliggés az ugynevezett Bayes tétel egyszer(sitett, de altalanos formaja
2 esemény valdszinliségére vonatkoztatva. Ezt szoktuk a feltételes valdszinlségek

,»S20rzasi szabalyanak” is hivni. EI6sz0r 2 specialis esetben vizsgaljuk meg ezt a 2
Osszefliggést.



Események valdszin(iségei Vlla.

Feltételes valdszinliség szamitdsa
dltalénos forma 2 eseményre: P(A|B)=P(AésB)/P(B)

Kulonleges esetek:
I. Fliggetlen eseményekre:
annak a valdszinlisége, hogy a madsodik pacienstink férfi,
HA az elsé né volt
P(A|B)=P(AésB)/P(B)
P(A|B)=P(A)*P(B)/P(B)
P(A|B)=P(A)

annak a valdszinlisége, hogy a masodik pacienstink féerfi,
HA az elsé né volt = annak a valoszinlisége, hogy a masodik
pacienstink ferfi

Egyik specialis esete a feltételes valoszinliségek szorzasi szabalyanak, ha fliggetlen
eseményekre vonatkoztatjuk, példaul a kérdéslink az, hogy mekkora a valdszinilisége
annak, hogy a rendel6nkben a masodik paciens férfi, ha az els6 né volt.

Mint az latjuk ebben az esetben a feltétel valdszinliségének nincs hatdsa az eseményiink
valodszinliségére.

Ugyanez a helyzet érme feldobasnal, kockadobdsnal, stb. — az el6z6 eseményeknek nincs
hatasa az utdna jov6é esemény valdszinlségére (fuggetlen téle)
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Események valdszin(iségei Vllb.

Il. A esemény részhalmaza B eseménynek:
annak a valoszinlisége, hogy a pdciensiinknek influenza fertézése van
HA ismert, hogy fertézése virusos eredetl

P(A|B)=P(AésB)/P(B)
P(A[B)=P(A)/P(B)

Szamolasi példa:

Annak a valdszinsége, hogy pdciensiinknek virusos fertézése van:
P(B)=8%

Annak a valoszinlisége, hogy pdcienstinknek influenza fert6zése van:
P(A)=2%

annak a valdszinlisége, hogy a pdciensiinknek influenza fertézése van
HA ismert, hogy fertézése virusos eredetd:
P(A|B)=2%/8 % = 25%.

Masik specialis eset, ha az A esemény részhalmaza B események.

Példa:

Szamoldsi példa:

Annak a valdszinsége, hogy pdciensiinknek virusos fert6zése van: P(B)=8%

Annak a valdszinlisége, hogy pdciensiinknek influenza fertézése van: P(A)=2%

annak a valdszinlisége, hogy a pdciensiinknek influenza fertézése van HA ismert, hogy
fertézése virusos eredetii: P(A|B) =2% / 8 % = 25%.

JOl [athatd, hogy a virusfert6zés megallapitasaval er6sen nétt az influenzafert6zés
valdszinlisége.



Kockazat (Riziko)

Betegség
. b [

[ R

A betegség kockazata (valdszin(isége), ha van rizikéfaktor:

a
P(Bet, | Riz,) = P(Bet, "Riz)) gibtc+d __ @
P(Riz,) & ath
a+b+c+d

A betegség kockazata (valdszintisége), ha NINCS rizikofaktor:

C
P(Bet, | Riz,) = P(Betif_\Rlzn) _atbtc+d _ €
P(Riz,) c+d c+d
a+b+c+d

Az orvosi gyakorlatban a feltételes valdszinségek esetében gyakran hasznaljuk a kockdzat
(riziko, risk) kifejezést. Ezzel leggyakrabban un. rizikéfaktorok (kockazati tényezék,
veszélyeztetettségi csoportok) kutatasanal taldlkozunk, ahol két nomindlis valtozé
viszonyat vizsgaljuk: az egyik valtozé a rizikéfaktor (pl. dohdnyzds), a masik a betegség
(pl. tiidérak)

ElGszor szamitsuk ki a betegség kockazatat (rizikojat, feltételes valdszinliségét), ha a
kockazati tényez§ jelen van.

Ez egy feltételes valdszinliség, tehat hasznalhatjuk az el6z6ekben megismert
Osszefliggést. (Itt az és helyett a metszet szimbdélumot hasznaltam)

Lathatjuk, hogy ez a valészinliség nem mas, mint a betegség relativ gyakorisdga a
rizikbcsoportban.

Hasonlé mddon szamitsuk ki a betegség kockazatat a kockdzati tényezével nem
rendelkez6 csoportban.
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Kockazati hanyados (Rizikd hanyados)

Betegség
e o [

[ R

Kockazati hanyados, rizikbhanyados (RR, Risk Ratio, Relative Risk):
azt az aranyt mutatja, hogy hanyszor gyakoribb az esemény kockazata, ha
jelen van a rizikofaktor, mint a rizikoéfaktor hianyaban

a

P(Bet. |Riz,) g44+p a*(c+d)

P(Bet, |Riz,) 4 c*(a+b)
c+d

Ezekben a tanulmanyokban legtobbszor a kockazatok aranydra vagyunk kivancsiak:
hanyszor gyakoribb az esemény kockdazata, ha jelen van a rizikoéfaktor, mint a rizikéfaktor
hidnyaban. Példaul: hanyszor nagyobb a tlid6rak kockazata a dohanyzék kérében, mint a
nem dohdanyzéknal.

Ezt az aranyt nevezzik kockdzati hdnyadosnak, riziké hdnyadosnak, illetve relativ
kockazatnak. Roviditése: RR (a risk ratio, illetve relative risk szavakbdl). [Megjegyzés: az
amerikai némenklaturaban a risk ratio a helyes kifejezés, a relative risk alatt néha mas
hanyadosokat is érthetnek.]
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Esély

Esély (esélyérték; O - odds):. ,hanyszor akkora a valdszinlisége
annak, hogy az esemény bekdvetkezik, mint annak, hogy nem
kovetkezik be”

o P _ P
P(4) 1-P(A)

Logit (L): esély természetes alapu logaritmusa

Logit — Esély — Valdszin(iség

Egy tovabbi ,valdszinliség szerl” fogalomra hivnam fel a figyelmet, ez az esély (angol
nevén odds). Ez az esemény bekovetkezésének valdszinliségének és nem
bekovetkezésének valoszinliségének hanyadosa, amely megmutatja, hogy hanyszor
akkora a valdszinlisége annak, hogy az esemény bekdvetkezik, mint annak, hogy nem
kdvetkezik be.

A logit nem mas, mint az esély természetes alapu logaritmusa.

[Megjegyzés: egyes, az orvosi gyakorlatban is gyakran hasznalt haladdbb statisztikai
elemzéseknél a logit gyakran el6keril.] A logit-esély-valdszinlség értékeinek kapcsolatat
mutatja az dbra. Lathato, hogy a valdszinliség értéke 0 és 1 kdzott, az esélyé 0 és
végtelen kozott, amig a logit értékei minusz végtelen és plusz végtelen kézo6tt vannak.
Leolvashatjuk, hogy ha a valdsziniség kisebb, mint 0,5, akkor az esély 1-nél kisebb, a
logit pedig negativ. Természetesen tovabbi 6sszefliggések is 1athatdak...

Mellékelt excel fajl.
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Esélyhanyados

-- ‘

A betegség esélye, ha van rizikéfaktor:

P(Bet, N Riz,) a
P(Bet,|Riz)  P(Riz) _ P(Bet,"Riz,)) g+b+c+d 4
P(Bet,|Riz;) P(Bet,NRiz,)  P(Bet, Riz,) b )
P(Riz,) a+b+c+d

A betegség esélye, ha NINCS rizikéfaktor

P(Bet,|Riz,) ¢
P(Bet, |Riz)) d

. b

« e

A korabban emlitett kockazati tényez6 vizsgalatokban az relativ kockdzat mellett az

esélyhdnyadost is gyakran szamitjuk.
Ehhez szamitsuk ki a betegség esélyét, ha van, illetve ha nincs rizikétényezé.
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Esélyhanyados

Betegség
b

s T

Esélyhanyados, esélyarany (OR, Odds Ratio):
hanyszor nagyobb a betegség kialakulasanak esélye a rizikofaktor
meglétes estében, mint annak hianyakor

P(Bet. | Riz,)
P(Bet,|Riz,) )

P(Bet |Riz,) |
P(Bet, | Riz,)

a*d
c*b

Qo |sa

Esélyhanyados (esélyarany), roviditése OR (Odds Ratio-bdl): hanyszor nagyobb a
betegség kialakuldsdnak esélye a rizikdéfaktor meglétes estében, mint annak hidnyakor.
Példaul: hanyszor nagyobb a tlidérak esélye a dohanyzék kérében, mint a nem
dohdnyzdknal.



Rizikdhanyados és Esélyhanyados

Betegség
b

-- ‘

« e

OR RR A betegség ritka

*d *(c+d

a*d  a (c+d) a<<b OR = RR
c*b c*(a+b) e<<d

Hasonlitsuk dssze az esélyhanyadost és a rizikdhanyadost. Mint latjuk, OR nem egyenl6
RR-rel, de vegyik észre, ha a<<b and c<<d — tehat a betegség ritka, akkor az
egyszer(ibben szamithaté esélyhdnyados értéke a rizikdhanyados értékéhez tart.
(Egyéb érdekességek a konyvben olvashatok.)



Rizikdhanyados és Esélyhanyados

Tudodaganat

OB . R Jelentése? (OR, RR: R)
a*d a*(c+d) R=1: ,nincs rizikéhatas”
c*b c*(a+b) R>1: nagyobb kockazat/esély a faktorral
R<1: kisebb kockazat/esély a faktorral
ES
PTI8 _ 593 79%27 _ 5o Lehet, de NEM BIZTOS
9% 71 9%150 Mintavételi bizonytalansag!

Csinaljunk egy szamitdast a példa kedvéért. Az eredmény lathatd az abran. Mit jelent ez a
szam? Altalaban: R=1 — nincs hatdsa a kockazati tényezének, R>1 — a kockazat, esély
nagyobb a rizikécsoportban, R<1 — a kockazat kisebb a rizikdcsoportban.

De vajon jelen esetben ez tényleg azt jelenti, hogy 2,2-szeres az esély a tiidédaganatra
dohdanyzas esetében? Ez lehet, vagy MEGSEM - mintavételi bizonytalansag (lasd késébb
a khi-négyzet teszteknél)



Valdszinlségszamitas......

Permutaciok
Variaciok
Kombinaciok

A statisztika alapjat a kombinatorika, azaz a permutacidk, variacidk és kombindacidk
adjak.
A tantargy soran azonban nem mélyediink el ezekben jobban.
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Na mire is lehet jo....

Influenzaszezont megel6z6en a rendel6nkben az adott napra 4
oltéanyag all rendelkezésre. Az el6z6 években atlagosan 2989
paciensbdl 402 személyt kellett beoltanunk. Az el6z6 év alapjan
mekkora a valdszinlisége, hogy a rendelkezésre allé 4 oltéanyag
elegendd lesz és el is fogy, ha 25 embert varunk aznapra?

n 25\ (402Y (. 402\*
P=| |-(pf-1-p" "= (—j -(1——J ~0,2
@ d=p) 412989/ | 2989

Mire is lehetnek ezek jok nekink? A kdvetkez6kben olyan példat mutatok, ahol az
ismétlés nélkili kombinacid konnyen tetten érhetd.

Influenzaszezont megel6z8en a rendelénkben az adott napra 4 oltdéanyag all
rendelkezésre. Az el6z6 években atlagosan 2989 paciensbdl 402 személyt kellett
beoltanunk. Az el6z8 év alapjan mekkora a valdszin(isége, hogy a rendelkezésre all6 4
oltdéanyag elegendd lesz és el is fogy, ha 25 embert varunk aznapra?

A kérdés megvalaszolasahoz a Bernoulli eloszlast (lasd kés6bb) haszndljuk fel (vegyik
észre, hogy a feladat soran a 25 emberbdl valasztunk ki 4-et jelenti az ismétlés nélkdli
kombinacidt).

Szamos ehhez hasonlé kérdést vetettem fel a dian. A kérdés az, hogy ezek
megvalaszoldsahoz mit tegylnk, milyen ,egyenletet” valasszunk, mikor melyiket?
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Na mire is lehet jo....

Mekkora a valdszinlisége annak, hogy paciensiink 3.45 mmol/I-es
(normal tartomanyon kiviili) K* szintje még , egészséges”?

Hany szlilés varhatd az esti ligyeletben, ha az éves statisztika 1000
szulést mutat éjfél és 8:00 kozott?

Az évfolyambdl varhatéan hanyan lesznek alkalmasak egy
csipOprotézis elvégzésére (tomeguk alapjan)?

Vajon hat-e az adott gydgyszer?...

Az influenza/AIDS teszt pozitiv — milyen valdszin(iséggel vagyok
tényleg beteg?

...... Hogyan szamoljunk? Ismerjik a , képletet”? milyen , egyenletet”,
tablazatot, excel fliggvényt... valasszunk, mikor melyiket?

Szamos, az el6z6ho6z hasonld hasonlo kérdést vetettem fel a didn. A kérdés az, hogy ezek
megvalaszoldsahoz mit tegylink, milyen ,,egyenletet”, tablazatot, excel figgvényt...
valasszunk, mikor melyiket?



Az emberi gondolkodas...

Tomi csendes, visszahlzddo, szerény, szorgalmas fild, aki masoknak
szivesen segit. Melyiket tartod valdszinGibbnek:

a) Tomi konyvtaros
b) Tomi kétkezi munkas

A mindennapi gondolkodasunk sok esetben eltér attdl, ahogyan annak a
valdszinliségszamitas ismeretében mikddnie kellene.

A dian lathato két allitas kozil sokan koziiletek az els6t (Tomi konyvtédros) tartotta
valdszinlibbnek. Pedig belegondolva abba, hogy mennyire gyakori a kényvtarosi allas,

illetve a kétkezi munkas, egyértelm(, hogy annak nagyobb a valdszinlisége, hogy Tomi
kétkezi munkas.
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Az emberi gondolkodas...

Linda tehetséges, fliggetlen, filozéfia szakot végzett 31 éves né.
Nagyon érzékeny a tarsadalmi igazsagtalansagokra. Diakként részt
vett az antinukledris demonstraciokban. Sorszamozza meg az alabbi
allitasokat aszerint, hogy mennyire tartja valdszintinek (1-es
sorszam a legvaldszinilbb):

a) Linda tanité egy daltalanos iskoldban,

b) Linda kdnyvesboltban dolgozik, és joga tanfolyamra jar,
¢) Linda a n6szavazok ligdjanak tagja,

d) Linda bankpénztaros,

e) Linda biztositasi tigynok,

f) Linda bankpénztaros és feminista.

A kovetkezd példaban két allitasra hivnam fel a figyelmet: Linda bankpénztaros, illetve
Linda bankpénztaros és feminista. Az el6adds soran tobbetek el6rébb sorolta azt, hogy
Linda bankpénztaros és feminista, mint azt, hogy Linda bankpénztaros. Pedig ismerve a
11. didn is leirt fuggetlen események valdszinlségének egyuttes el6fordulasi
valdszinliségét, beldthatjuk, hogy egy esemény valdszinlisége mindig legalabb
ugyanakkora, mint ugyanezen esemény és egy masik esemény egyuttes el6fordulasanak
valdszinlsége... (De ugy is mondhatjuk, hogy a bankpénztaros és feminista halmaz
részhalmaza a bankpénztaros halmaznak)
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Valdszinlség masképp...

Javaslom mindenkinek, érdekességként olvasson utdna a Buffon-féle tlkisérletnek.
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alapjan.

*  Ismertesd a nagy szamok torvényét.

*  Hogyan bizonyithaté a nagy szamok torvénye?

*  Hogyan jelolhets az A vagy B esemény
bekovetkezésének valdszinlisége?

*  Hogyan jelolhetjiik azt a valdsziniiséget, hogy A és
B esemény egyarant bekovetkezik?

*  Mit jelent két esemény metszete, illetve unidja?

*  Definidlt az egymast kolcsondsen kizard
eseményeket.

*  Mondj példat az egymast kolcsondsen kizaro
eseményekre.

¢ Mit tudsz az egymast kolcsondsen kizaré
események metszetérdl?

*  Definidld az egymastdl fliggetlen események
fogalmat.

*  Mondj példat fliggetlen eseményekre.

*  Mit jelent a feltételes valdsziniiség?

*  Mondj példat a feltételes valoszinliségre.

*  Hogyan jeloljik a feltételes valoszinliséget?

*  Hogyanszamithatd P(A) ha P(A|B) és P(B) adott?

*  Definidld a valoszin(iséget a nagy szamok torvénye *

Ellen6rz6 kérdések #1

Mik a Kolmogorov axiomak?

Mit tudsz A és B esemény viszonyardl, ha
P(AvagyB)=P(A)+P(B) igaz?

Mit tudsz A és B esemény viszonyardl, ha
P(AB)=P(A)*P(B) igaz?

Mekkora a biztos esemény valdszinlisége?
Mekkora a lehetetlen esemény valdszinlisége?
Adj példat biztos és lehetetlen eseményekre.
Mekkora lehet egy esemény valdszintiségének
értéke?

Mit jelent az esély?

Definiald a logitot.

Add meg az esemény logit értékét, ha az esemény
valoszinlisége 0,12.

Mekkora az esély értéke, ha a valdsziniiség 0,4.
Add meg a valdszintiséget, ha az esély 3.

Add meg a valdszintiséget, ha a logit —32.
Definiald a populaciot és a mintat

Lehet két esemény egyiittes bekovetkezésének

valdszinlisége nagyobb az egyes események
bekovetkezésének valdszinliségénél?

A kérdések megvalaszolhatdk az el6adason elhangzottak, a gyakorlatvezetével folytatott konzultaciok,

illetve sajat utanaolvasas segitségével. Az ellenérzé kérdések egyben példak arra, hogy milyen
tesztkérdések (feleletvalasztos formaban) fordulhatnak eld.
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EllenOrz6 kérdések #2

Osszesen

Mekkora az esélyhanyados és a rizikbhanyados?
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