Statistische Schatzungen

Ein
. T Wissenschaftler f
Analytlsche Statistik muss genau ' Dwas ist aber
. 4o o , hicht . ;
Statistische Schiitzungen, Konfidenz o ehatsen! eine wissen-
schaftliche

Schatzung!

Léaszl6 Smeller

(8,5£1,5) cm

Analytische Statistik .. .
(induktive o. schlieRende Statistik) Aufgabe der Schatztheorie
Aus einer Stichprobe Schétzwerte flir

» Wabhrscheinlichkeiten

> Erwartungswert

> Streuung

Population ‘ Stichprobe > oder andere Parametern einer Verteilung

N = ,,unendlich” n = endlich zu ermitteln.
————— ’V Typen der Schétzungen:
Theoretische VerteilungS=——— Hauﬁgkelt§vertellung + Punktschitzung
Erwartungswert Durchschnitt )
Theoretische Streuung =2 * Intervallschitzung

Standardabweichung




Punktschatzungen

Wir wollen jetzt die Parameter einer Verteilung (z.B.: n,0) aus
den konkreten Werten x,...x,, einer Stichprobe ,,moglichst gut™
bestimmen, d.h. einen ,,Ndherungswert* errechnen.
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Kriterien:
Erwartungstreue Erwartungswert der
(unverzerrt) Schitzwerte = zu
schitzender Parameter
Konsistenz nT = bessere Schitzung
Effizienz (wirksam) kleine Streuung
Exhaustivitét beriicksichtigt alle
(erschopfend) Informationen
Punktschitzungen
_ S
Durchschnitt
. . = =] = =
ist ein Schitzwert
fiir den Erwartungswert X
Standardabweichung
ist ein Schatzwert 5
fuir die theoretische Streuung
n

Punktschitzungen sagen
nichts iiber die Genauigkeit bzw. Sicherheit
der Schitzung &

Punktschétzungen
Der Parameter wird mit einem Wert geschétzt.

Relative Haufigkeit
ist ein Schitzwert fiir die Wahrscheinlichkeit

Siehe Definition der statistischen Wahrscheinlichkeit!
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Intervallschatzungen

Intervallschétzung oder Konfidenzschédtzung gibt zu einer
vorgewdhlten Sicherheitswahrscheinlichkeit y, (Konfidenzniveau)
ein Intervall (c,,c,) an, in dem der unbekannte Parameter (zB. p
oder ) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens y liegt.

c o X

Zb.: Erwartungswert der Pulszahl ist bei
95% Konfidenzniveau: (74+6) !/ i

o=1-y Irrtumswahrscheinlichkeit



Intervallschatzungen Einfluss des Konfidenzniveaus, der Streuung und des
Stichprobenumfanges auf die Breite des Konfidenzintervalles

Wie groBle y Sicherheitswahrscheinlichkeit (Konfidenzniveau) soll

gewihlt werden? Io(gnﬁdenzniveau Streuung der Daten
Wichtige Faktoren: i X
- Streuung der Daten 0,95 " kleinere Streuung
- Stichprobenumfang 0,99 = e X
- GroBe der Schaden bei einer falschen Schitzung X <
P _ Stichprobenumfang
Sozialwissenschaft y=0,9 =10 artissere Streuung
X
C
Medizin y=0,95 =30 _‘"‘““"‘““*"“""_“)@ <
X
Technik 'Y=0,99 n=100 X
X
9
Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert

Wir wollen eine Intervallschitzung fiir den Erwartungswert (p)
einer ZufallsgroBe (zB: Korperhohe) geben.

Gedankenexperiment:

Nehmen wir jetzt viele Stichproben, (zB: viele

Studentengruppen) alle mit gleichem Stichprobenumfang n. Wie sieht die Verteilung von ¥ Werte aus?

X, ist der Durchschnitt der i-ten Stichprobe

Zentraler Grenzwertsatz: bei genug hohen # die Verteilung der
Durchschinttswerte (X;) ist eine Normalverteilung.

Lage ( #;) und Breite ( 0;) der Verteilung der
Durchschnittswerte (x,)?




Daten und ihre Durchschnittswerte
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Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert

x, liegt mit 95%
Wahrscheinlichkeit
im Intervall:
M—=28. p+2s.
oo Jd L
u liegt mit 95%
Wahrscheinlichkeit
im Intervall:

X—2s. X+2s;

f(x)

H—OC U p+o

* x zB:Korperhohe

f(x) Standardfehler —\

()
Streuung = 6, = —
9 T

X, =25 | u<[x, +2s.

zB: durchschnittliche Korper-
__hohe in einer
X Studentengruppe vonn 5
M= H Studenten

95% Wahrsch. 95% Wahrsch. 6



Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert

(%) 95%

X; liegt mit 5%
Wahrscheinlichkeit
im Intervall

MH—=2s. HA2s
nicht!

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert

Der Erwartungswert () liegt in dem Intervall x —2s., X +2s.
(Konfidenzintervall) mit 95% Wahrscheinlichkeit

Eine dhnliche Ableitung gibt: p liegt

-mit 68% Wahrscheinlichkeit im Intervall: X =S, X+

L+ 2s K liegt mit 5% . - . _ _
x Wahrscheinlichkeit - mit 99,7% Wabhrscheinlichkeit im Intervall: X —3s., X+3s;
| ¥ w;_lnzt?rvall 40 Je grofBer ist die
_ ' §+2 ichtl ¥ TSy Sicherheitswahrscheinlichkeit desto
125 N &S nicht breiter ist das Konfidenzintervall!

X, <p—2s.oder u+2s. <X, —) pu<Xx,—2s. oderx, +2s.<u

0 o
5% Wahrsch. 5% Wahrsch. 17 Bemerkung: wenn n — o dann 5. 0 18
g(x) AN\ theoretische Bestimmung des Stichprobenumfanges
 Verteilung
i/ \ (unbekannt) . . . . . s
e Welcher Stichprobenumfang ist notwendig zu einer bestimmten Genauigkeit?
(z.B.: Kérperhthe mit +1cm ,,Genauigkeit” bei 95% Konfidenzniveau)
I - . X 2s.=1lcm = s_.=0,5cm
0
| 2 2
a ”%E 2 S S = s’ S = n S
38 der 40 = = . - = C= ==
Konfidenzinterwalle . 5= > Konfidenz- VR h Sy
(etwa 95%) % interwalle
o 0,
Uberdecken den i, (stwa 5%)
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Pr.Buch Abb. 11

dagegen nicht
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§="7 § kann aus einer kleineren Stichprobe geschatzt werden.
Z.B.: Kérperhéhe in einer Studentengruppe (20 St.): s =8,3 cm
s’ 83%cm’

2
=——>—=276
sz 0.5’cm’



Konfidenzintervall fiir Quotient (\Wahrscheinlichkeit)

Zwei Moglichkeiten: (E/E, z.B.: Raucher/Nichtraucher)
Binomialverteilung

E kommt mit einer Wahrscheinlichkeit von p vor.

Stichprobenumfang: n

In einem Versuch E kommt k —mal vor (k aus n Personen sind Raucher)
Die relative Haufigkeit h=k/n ist ein Schitzwert flir p (Punktschitzung.)
k folgt eine Binomialverteilung mit einem Erwartungswert von pn

Theoretische Streuung der Binomialverteilung: &,=np(1-p) (Streuung von k)
p wird mit der relativen Haufigkeit geschitzt: G,~|nh(1-h)
Weil p~h =k/n, Streuung vonp: ¢ =0, /n=|nh(1-h)/n =,’ h(1-h)/n

Analog zu x+20
p befindet sich mit 95 % Wahrscheinlichkeit in:

h+ 2fh (1-h)/n) (95% Konfidenzniveau)

zB.: 20 Raucher aus 100 = P(Rauchen)= O,ZiZ’ 0,2-0,8/100=0,2+ 0,08 =
=(20+8)%

Zusammenfassung der Schatzungen

Punktsédtzungen:
Stich- Grund-
probe gesamtheit

X —— K
s —t+—- ©
n ')
h —/— P

Intervallschitzung mit 95%

Konfidenzniveau
fiir den Erwartunswert (p):

x £2s

X

fuir die Wahrscheinlichkeit (P) :

h+2[h (1-h)/n)
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