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A becslés célja

Alapsokasag: PEPT,
az Gsszes lehetséges megfigyelés (altaldban Eloszlasfuggveny‘ek (CDF, PDF, PMF)
végtelennek tekintett) halmaza. Minden i

vizsgélatunk erre a halmazra irdnyul.
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Pl.: - testmagassag cm-ben
- szemszin
- terhességek szama
- sugarkarosodas foka De hogyan hatarozhatjuk meg ezeket?

Egyes Valészinliségek

Az el6adas céljai

- Abecslés célja, tipusai és folyamata
- minta és alapsokasag més néven populacié
- pontbecslés és intervallumbecslés
- minta, becslés, becsiilt és becsl§ érték
- Mika,jé becslés” tulajdonsagai?
- torzitatlan, hatasos, konzisztens, elégséges
- Standard hiba (SE) megértése
- Konfidenciaintervallum (Cl) megértése
- konfidenciaintervallumok helyes értelmezése
- konfidenciaintervallumok helyes feltiintetése
=N Ini egyes p k 1ésé
- valosziniség (rov.: valség) mas néven alapsokasagbeli arany

- varhaté érték mas néven alapsokasagbeli atlag

- elméleti variancia (mas néven szorasnégyzet) és elméleti széras
- Adott SE-hoz sziik i a amita
- Excel-fiiggvények hasznélata becsléshez

A becslés célja

De hogyan hatarozhatjuk meg ezeket?

Modellalkotds “ Végezziink
(pusztan elméleti megfontolasok) megfigyeléseket

P(fej) =1/2 & P(iras) =1/2

Ez azt jelenti, hogy az érmét ténylegesen

- két elemi esemény, melyek feldobjuk, de persze nem végezhetjiik el az
- azonos valségliek (= feltessziik, osszes lehetséges megfigyelést, mert:

hogy az érme szabalyos) és - eleve lehetetlen (végtelen szamu ismétlés)
- egyetemesek - nem célszerdi (pl. térésteszt)

Ezt a médszert csak - sokba kerill (idbe, pénzbe...)

nagyon korlatozottan
tudjuk hasznalni



A becslés folyamata Becslések tipusai

Alapsokasag: ~ 10735 Minta: - €l05214s o . ?
i “- paraméterek ' - paraméterek Az emberek hany szazaléka tartozik az Rh+ vércsoportba?

Nem vizsgalhatunk meg minden embert.

Vegyiik az emberek egy részhalmazat (minta) és
vizsgéljuk meg ezek elemeit.
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Pontbecslés: Intervallumbecslés:
Az alapsokasag mérete (végtelennek vessziik) Emiatt az alapsokasagnak csak egy kb. 83% —87%
nem tesi lehetévé, hogy viszonylag kis részhalmazt vizsgljuk. 85% (G5t
minden elemét megfigyeljik: Ezt nevezziik mintanak.
a kozvetlen megfigyelés nem lehetséges
Mennyire bizhatunk meg 95%-0s
MATEK . - sséggal
BIZONYTALANSA ebben a szdmban? atosdggal
csak egyetlen Fogalmunk sincs!

KOVETKEZTETES Megvizsgljuk a mintaelemeket, csak )
4 majd az igy keletkez6 adathalmazt érték, melyet tartomany

t . —
az alapsokassgra vonatkozé <€ | (melyet szintén mintanak neveziink) becslé értéknek A bizalom szintje, melyet ebbe a (0|5 grtk és hiba)
kévetkeztetések levondsara fogjuk fiiggvényekkel és szamokkal jellemezni. neveziink tartomdnyba vethetiink, kifejezve egy  \1655ingiseg

s valészintiséggel —— g

Aminta jellem:

Pontbecslés Pontbecslés

Elméleti (alapsokasag) értékek: becslé é.: Elméleti (alapsokasag) értékek: : becslé é.:
,,CEL" ”LﬁVES" (diszkrét vzséxlw-\:la\mwva) ”LbVES"

- valség vagy arany (p,)

- varhato érték (,alapsokasag atlaga”)
(E(€) vagy u)

E(&)=u=Ypx,

- elméleti variancia (Var(§) vagy 0?)

Var(g)=o* = E[(s-E()) |- 2,,} ()

- elméleti szoras (SD(§) vagy o)

SD(&)=0 = [Var(8) = Zp,(x,_”)z




Pontbecslés A ,jo becslés” ...

... torzitatlan

Elméleti (alapsokasa’g) értékek: . Behelyettesitéses (»plug-in”) becslé é.:
(diszrét vac\séglw- i) : L OVES” Avalészindség (p) se relativ iséggal (5)
, ” - relativ gyakorisag ﬁ,:(k,/n)/ - o P & ké it '
- valség vagy arany (p;) Excel: ~DARABHATOBB(adat)/DARAB2(adat) Tekintsiik az Im:‘: tarlult ,:pluf in’ ble:s'\o ke?Iete't.I el .
~ Varhato érték (,alapsokasag atlaga” T minta atlaga T B, = (k,/n) ecslés végtelen szamu megismétlésével kapott
(,alap: g dtlaga”) : & Excel: =ATLAG(adat) B \/ becsl6 értékek atlaga maga a becsiilt érték (valség). .

(E(§) vagy w)

E(&)=u=Yp x,

Excel: =DARABHATOBB(adat)/DARAB2(adat)

A varhaté érték (u) pontbecslése a mintaatlaggal (x)

- elméleti variancia (Var(§) vagy 0?) . - ,plug-in” variancia (s**?)

: 2 g AN LN I\ .
var(e) - - ef(g- £ |- B (5" | ER e B T (s ZEmahy, I

Excel: =ATLAG(adat)

- elméleti szoras (SD(E) vagy o) »plug-in” szérds (s**, SD)
Egy becslés torzitatlan, ha a végtelenszer
megismételt becslésekkel kapott becslé értékek
varhato értéke megegyezik a becsiilt értékkel.

A ,jo6 becslés” ... A ,j6 becslés” ...

... kevéssé torzit

Az elméleti széras (o) pontbecslése

... torzitatlan
Az elméleti variancia (0?) pontbecslése

Tekintsiik az imént tanult , plug-in” becsl6 (s**2) képletét: A variancia becsl6 értékéhez hasonldéan a széras “plug in”-képlete is torzit:

1< 2 pegy elméleti érték, melyet nem ismeriink. . 1< —\2 b

-2 2

s = k'(x,—‘u)/ ok ! s = =) k|x—-x

ng i X Helyette a mintaatlagot kell hasznalnunk. Friedrich Bessel ng ( )X .
1784-1846

Helyettesitsiik be a varhatd érték helyére a mintadtlagot:

B X o o . . Itt a Bessel-korrekcios faktor n/(n—-1) hasznélata
w_1 - —\2  Ezaképleta mintadtlagra minimalis, nem csak csokkenti de teljesen nem sziinteti meg a torzitast:
= ;2 X=X avérhato értékre. Ez torzitast okoz, a - (csak aszimptotikusan, vagyis végtelen nagy minta esetén;
=] . . . ot eoh s ka: a gyokfiggvény aszimmetrikussa
képlet aldbecsli az elméleti szorast. LS oka: 2 yolduggvény astimmetrikussdga)

13 -
Az n/(n-1) korrekciés szorzéval (Bessel’s korrekciénak hivjak) 5=\ 2k (=)

M P n-14 -
megsziintethetd a torzitds: . -
(bizonyitas a jegyzetben, nem kell tudni) . A Excel: =SZOR.M(adat)
no 1S -\ . PSP . . . .
7{7 k, *(x, —x} Ezt a kevéssé torzitd (de nem teljesen torzitatlan) becslést haszndljuk.
n-1n
=

Excel: =VAR.M(adat) N :



Pontbecslés

Elméleti (alapsokasag) értékek:

(diszkret valségi valtozsra)

Behelyettesitéses (,plug-in”) becslé é.:
“LOVES”

» :»CEL - relativ gyakorisag b= (k/n)y/
- valség vagy arény (p) ©Excel: ~DARABHATOBB(adat)/DARAB2(adat)
" Vérhatd érték (,alapsokasag atlaga’) - mintadtlaga oo _AmiaG(adat)

(E(§) vagy w)

E(§)=u=2p‘-x, x= %~x,=i2k‘-xy

var(g)=* = f(g- B |- S ol |, 2

elméleti variancia (Var(€) vagy ¢?) © - tapasztalati variancia (s?)

=VAR.M(adat)

elméleti szérés (SD(€) vagy o) : - tapasztalati szérés (s, SD)

(&)= = Far®)= (Sl n | o o)
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A ,jo6 becslés” ...

<
... hatasos
Egy becslés hatasos, ha szérasa (az un. standard hiba, SE) minimalis.

A megismételt becslések egy sor becsl§ értéket eredményeznek, amelyek

astol a mi é é ge miatt (véletlen hiba)
Tehat a becslé érték maga is egy véletlen valtozé, melynek van elméleti eloszlasa,
varhatd értéke, elméleti szérdsa stb.

Abecsl érték elméleti szérasat standard hibanak (standard error, SE) nevezzik

A kovetkez8 didkon megtanuljuk hogyan kell kiszamolni
az aldbbi két becsl6 érték standard hibajat.

Aranyok elméleti eloszlasa: Atlagok elméleti eloszlasa:
Binomialis eloszlas Student-féle t-eloszlas (df = n—1)

Pontbecslés

1. feladat: Meg szeretnénk becstilni a kékszem(ek aranyat, valamint a testmagassag
vérhato értékét, elméleti varianciajat és elméleti szorasat a SOTE-s gdlyak (elsGéves
hallgatdk) kérében.

Egy 15-elemii mintdt vettiink (lasd a tablazatot). Hasznéljuk az Excel-t az elméleti
paramterek pontbecslélsre!

. N Megheyelés | Szemszin | Magassa
plkék szem) = p =4/15 = 0.2667 = 26,67% orseima | ks | em)
1 HAMIS | 163
L 2 HAMIs | 153
u(testmagassag) = X =ATLAG(adat) = 170 cm 3 HAMIS 152
4 Havis | 158
. 5 Havis | 167
o?(testmagassag) = s> =VAR.M(adat) = 107,5 cm? 6 16AZ 184
7 1Az | 165
. ) VIS | 184
o(testmagassag) = s =SZOR.M(adat) = 10,4 cm 9 iGAz 175
10 Havis | 167
1 Hamis | 178
1 HaMis | 168
13 Hamis | 173
11 iz | 178
15 Havis | 180

Arany standard hibaja

1. példa: Meg szeretnénk becsiilni a kékszem( hallgatok ardnyat a gélydk mint alapsokasag
kozott. Egy n = 15 elem( mintat vesziink, melyben a kékszemek széma k = 4-nek

adadik.Md Ituk, hogy az belli arany (azaz valség, p) becslé értéke
a relativ gyakoriség (B = k/n), mely esetiinkben 4/15 = 0,2667 . Mekkora a becslés hibaja?

Tegyiik fel, hogy a becsiilt érték
megegyezik a becsl6 értékkel:  20%
p =4/15. Szamitégépes
szimuldciét hasznalva vegyiink &
800 ilyen mintat és készitstink 4y,
relativ gyakorisagi hisztogramot

15%

a kékszem(iek mintankénti k 5%
szamabol (kék oszlopok). Ez elég

jol kozeliti a megfelels elméleti 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
eloszlast: a binomidlis eloszlast k
(fekete vonalrajz).



Ardny standard hibaja

ljuk ki ezen bi ialis eloszlas

A kordbbi el6addsokban mar megtanult
paramétereit (11, 0% és 0).

Vérhato érték:
u=np=4

Elméleti variancia: o 1 2 3 4 5 6 7 8 5 01 213w s
02 = np(1-p) = 44/15 = 2,933 K

Elméleti sz6rds:

SD= np(l )=1,713

Ardny standard hibaja

2 Mekkora az n-elemi mintabdl szamolhato

;';’”“ aranyok lehetd legmagasabb standard hibaja?
005 A p(1-p) szorzat akkor maximdlis, ha
o0 p=1-p=0,5. Ez esetben p(1-p) = 0,25 igy a SE :

Theoretical Distribution max(SE ) )= O'S(I _0'5) - 0,25 - !
of Proportions: ardny n n Jan
Binomial Distribution
(normalized to sample size) Ha egy tanulmany ugyanazon mintabdl (vagy
azonos elemszamu mintakbol) becsiilt tébb
valséget is tartalmaz, akkor gyakran csak a
1 maximdlis standard hibat adjdk meg a fenti
max (SE, 4, ) = T képlet segitségével.

Pl. egy n = 100-elemii mintdbdl szamolt arany
esetén a SE legfeljebb 0,05 lehet. 18

Arany standard hibaja

Mivel aranyokat becsliink, ezért a k valtozot k/n arannya kell alakitanunk, vagyis a
vizszintes tengelyt at kell skalaznunk n-nel valé osztdssal.

Ugyanezt kell tenniink a
binomidlis eloszlas y és o 2556
paramétereivel is.

20%
15%
<
Varhatd érték e
w=p=4/15 %
SE| E
o

Elméleti sz6rds = az arany standard hibdja

1- _
55=M= M=0’1142 SE

n n ardny =

Arany standard hibaja

2. feladat: Mi a sarldsejtes anémia (SC) génhordozéinak prevalencidja

(népességen beliili aranya) és a becslés standard hibaja Nigéridban, ha 172 vizsgalt
emberbdl 43 hordozta a betegség génjét?

Hordozék mintabeli arénya: g (SC) = k(SC)/n = 43/172 = 0,25 . A hiba az imént tanult
képlettel 1- p(1-p) [0.25-(1-0,25

szamolhaté: SE . = /[7( [7) =~ IP( [7) = l d ( 2 ) =0,033=3,3%

oy U

n n

3. feladat: Szeretnénk egy vizsgalatban megbecsilni egyes krénikus betegségek budapesti
prevalencidjat. Milyen mintaméretet javasolnal, ha nem akarjuk, hogy a becslés hibaja az
1%-ot meghaladja?
Mivel konkrét valséget vagy aranyt nem ismertink, a ,legrosszab esetnek” 1
tekinthetd 0,5-6s valséggel kell szamolnunk, melynek adott mintaméret SE_ ;= <——
esetén a legnagyobb a standard hibaje 1 1 m
A képletet dtrendezve kapjuk n-t: ns————=—-—
4(SE,,) 400

Vagyis egy 2500-as mintaelemszam garantalja, hogy egy esetleges 0,5-6s prevalencia
becslési hibaja sem haladja meg az 1%-ot. (A < jel azt jelenti, hgoy 0,5 alatti vagy feletti
prevalencidk esetén kisebb mintdk is elégségesek lennének az SE 1% alatt tartdsara.)

=2500




Atlag standard hibaja

2. példa: Meg szeretnénk becsiilni a golyak testmagassagat. Vettiink egy n = 15 hallgatébdl
4llé mintat, melybdl az atlag X = 170 cm-nek, korrigdlt szords s = 10 cm-nek adédott.
Szamitogépes szimuldcidval allitsuk el6 az adateloszlast és a mintaatlagok eloszlasat n = 15-
elem( mintdkra.

Kétszdz mintavétel (6sszesen
3000 elem) szimuldlasa
tisztan mutatja, hogy az
atlagok eloszlasa lényegesen
,keskenyebb”, mint az
adatoké. De mennyivel?

adatok elc eloszlasa " x/em atlagok eloszldsa:
X=170,01cm X=170,01cm
$D=9,947 cm sz6rds = 2,507 cm

Atlag standard hibaja

Azonban az atlag hibajat (SE,,,,) tdbbnyire a minta szérésabol szdmoljuk,
igy eloszlasa n—1 szabadsagi foku (degrees of freedom, df) Student t-

eloszlas lesz. Ez az eloszlas nagy df esetén hasonlit a normalis eloszlashoz,
kis df esetén azonban jelentésen ,nehezebbek” a szélei (leptokurtotikus).

William S. Gosset
1876-1937
“Student”

A
i A
Elméleti modell: t-eloszlas
Hem M= %=170,01cm
o > SE=2,507 cm
df=n-1=14 2

Atlag standard hibaja

Ha az adatok szdrasat osztjuk a mint: (n) gyokével, juk az dtlagok
szérasat. Ez utdbbit Uk az atlag ibaja (SEyag)- Az dtlagok eloszldsa
(legaldbbis kozelit6leg) normadlis a centralis hatareloszlas tétele miatt.

SE iy
adatok eloszlasa: x/em N atlagok eloszldsa:
X=170,01cm X=170,01cm
SD =9,947 cm SD/n° = 9,947 cm/3,872 = 2,568 = SEjy, = 2,507 cm .

Atlag standard hibaja

4, feladat: Meg szeretnénk becsilni a banan atlagos témegét (varhato értékét). Lemértink
ot banant, az eredmények: 134 g, 152 g, 158 g, 141 g, 170 g. Add meg a becslés hibajat.
n=5

151g

SD=14,14¢

=6,32¢g

SE. a(lag

5. feladat: egy tudomanyos cikkben a kévetkezé mondat szerepelt:
haszndlt patkdnyok dtlagtémege 420 g (SE = 20 g), mig dtlagos eletkara 5 hénap volt ..
patkényok szdmardl azonban nem tesznek emlitést. Mit gondolsz, hany patkanyt hasznal-
hattak, ha mashonnan tudjuk, hogy az ilyen koru patkanyok témegének szérasa kb. 40 g?
Az atlag szorasa egyenld a véltozo szérasa osztva a a
ezt a képletet n-re:

n=(SD/SE)’ = (40g/20g)*=2?=4

gyokével. F at

Megjegyzés: Ez egy eléggé alacsony elemszam egy vizsgalathoz, mely megmagyarazhatja,
hogy a szerz6k miért nem emlitették meg. Ez viszont az egész cikk hitelét megkérdéjelezi...
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A ,jo6 becslés” ... A ,j6 becslés” ...

< P < <
... hatasos ... torzitatlan és hatasos
A becslés hatdsos, ha szérasa (értsd standard hibaja) minimalis. a
I
- Mintaaranyok Mintadtlagok -r. I
Simelet elpsaas: elméleti eloszlasa: i .
= binomilis eloszls Ei St iile Q "
. | (mintaméretre S t-eloszlds < N N
| o (af=n-1) z N
. 3 S ERVAY
" £
2 et
wn e ¢
s 2 f
Valésziniiség becslésének Varhato érték becslésének 2 ] . :-_
standard hibdja: standard hibaja: é .
2 “torzitas Iy
T~ N J\
SE gy =5z =0 N I\
o n o An %
Altalaban kimondhatjuk, hogy a standard hiba négyzete egyenes aranyban 4ll a statisztikai NOVEKVG HATASOSSAG V6. a2 Orvosi Biofizika Gyakorlatok jegyzet
valtozé variancidjaval, és forditott aranyban a minta elemszamaval. 17, MERESTECHNIKA fejezetének 3. dbrajaval:
Vagyis a y i van szilkség! 2 Mérési pontossag és precizitds 2

A ,jo6 becslés” ... A ,j6 becslés” ...

... konzisztens ... konzisztens
Képzeljiik el egyre nagyobb méretii (n) a é becslések a ::n n =2 w‘:’ M n=5
Egy becslés konzisztens, ha a becsl8 érték a mintaméret novelésével o .
egyre kevésbé tér el a becsiilt értéktsl. . %:
Mas széval nagyobb elemszam esetén kisebb lesz a torzitds és a standard hiba is. 5 i,

H n=2

mintatlagok relativ
gyakorisags(riiségi eloszlasa ) tem tem

ugyanezen mintaatlagok
szdmegyenesen abrazolva

A testmagassag varhato értékének becslésére 200 mintadbol szamolt mintaatlagok
asa egyre ndvekvd mil éretek esetén: n =2, 5, 25, and 100 2%




A ,jo6 becslés” ...

... konzisztens

A konzisztenciat szigord matematikai modszerekkel kell vizsgélni (mi nem fogjuk). Ehelyett csak

mléltessiik a képleteik hogy a valésziniiség és a varhat6 érték becslésére tanult
maodszereink konzisztensek.
Valészin(iség Vérhato érték
becslése becslése
A pontbecslések -_vk I3
t’::r itatlanok 2N =72k’ i
i Gn g

k(l
2\ 2

k
n
n r<
A hiba nulldhoz tart, ha néveljik az
elemszamot (n a nevez8ben szerepel)

SE,

dlag =

SE p(i=p)

ardny =

A ,jo6 becslés” ...

... torzitatlan

Végtelensok mintavételbdl szamolt becslé értékek
atlaga egyenl6 a becslt értékkel.

... hatasos

A becslés standard hibaja
(vagyis a becsl6 értékek szorasa) kicsi.

... konzisztens

A mintaméret névelésével egyre kevéssé tér el
a becsilt értéktél a becslé érték.

... elégséges

Ugyanannyi informaciét tartalmaz,
mintha a teljes mintat adnénk meg.

A ,j6 becslés” ...

... elégséges

Egy becslés akkor elégséges, ha a becsl§ érték minden, a mintabél kinyerhetd
informéciét tartalmaz, amely a becsiilt érték szempontjabodl relevans.

Példa: Ha egy statisztikai valtozot legaldbb intervallumskaldn mériink, az atlag elégséges
becslése a varhato értéknek, mivel a minta minden megfigyelt elemének értékét felhasznalja.
Azaz a teljes minta ismerete nem ad tébb informaciot a varhat6 értékre
vonatkozéan annal, mintha csak az atlagot ismerjiik.

Ellenpélda: Ugyanebben az esetben a median nem elégséges,
mivel csak a mintaelemek rangjat hasznalja.

Ellen-ellenpélda: Ha azonban a statisztikai valtozot csak ordindlis szinten mérjiik, a medidn mar
elégséges becsl6 értéke a kozépértéknek (mivel az atlag nem hasznalhatd).

Intervallumbecslés

Az intervallum becslés sordn a becsiilt értékhez tartomdnyt rendeliink (a becsl6 érték mint
valségi valtozo skalajan egy also és egy felsé hatart), melynek neve konfidenciaintervallum
(angolul confidence interval, jele: Cl) és ehhez egy valséget, melynek neve konfidenciaszint
(jele: 1-a), mely a becslési eljaras megbizhatdsagat fejezi ki (konfidencia = megbizhatésag).
A Cl létrehozasanak tipikus lépései:

- mintavétel

- pontbecslés kiszamitasa a mintaadatokbodl

- pontbecslés valdsziniiségi eloszlasanak meghatarozasa

- azeloszlds alapjan standard hiba szdmitasa (opcionalis)

- mindezek ismeretében egy tartomany megadasa, ahol a becsiilt érték ,lehet”

2% o

o =] valségbecslések o varhatoérték-
elméleti o becslések
1% . 3 et
< ‘ml eloszlasa Som elméleti és
0 H e
S szimulalt
= N eloszlasa




Intervallumbecslés ...

... valségre
Mi a valsége, hogy egy véletleniil kivalasztott gélyanak kék szeme van?

A Cl létrehozasanak lépései:

mintavétel: n elem( mintaban k kék szem(
pontbecslés: p, = k/n = ...

a becsl6 érték elméleti eloszlasa:
binomiélis eloszlas

valségbecslések
eloszlésa és annak
kozelitése
normdlis eloszldssal

SE,

ardny =

- amegfigyelt k értékek binomiglis

eloszlast kévetnek, melyet &t kell %
skalazunk k/n-re. Lehet ezzel az is
szamolni (Un. egzakt eljaras) de maceras... kin

- konnyebb ehelyett a normalis eloszlassal valo
kozelitést haszndlni: Wald-intervallum (egyszerd és
elterjedt, de eléggé megbizhatatlan médszer)

Intervallumbecslés ...

... valségre

Akozelités n > 30
elemszam esetén
mkodik ,jol”.

2. médszer: kdzelités normalis eloszlassal (Wald A.)

168% CI

34% 34%

Wald Abrahdm
1902-1950

95% CI

W36 20 4o @ o 2o o

A u + o koz6tti tartomanyhoz kb. 68% valség tartozik. n

Az igy definialt becslési tartomany neve 68%-os konfidencia-

intervallum (Cl), a valségé pedig konfidenciaszint (1-a). k
A 3. példaban: 68% Cl = 15% — 38%. (1isd a jobb oldali dbrét s) (525 =
A u + 20 kozotti tartoményhoz kb. 95% valség tartozik.

Ez a 95%-0s konfidenciaintervallumnak felel meg, és igen gyakran

hasznaljak az élettudomanyokban. Kis mintaknal ez a Clakarkiis  gse, oy = X 22.
léghat a [0,1] tartomanybol! —> széleit le kell nyesni. n

A 3. példdban: 95% Cl = 4% — 50%. (Iasd a jobb oldali abrat és v6. az egzakt intervallummal.)

Intervallumbecslés ...

... valségre

1. médszer: egzakt eljards kin b, 1#] STUMHA

5 i mi " S i 0% | oooss |o] o9e33

- szamold Vklym/lnder'\ egyes klmsnetel !‘k) valﬁeget ? becs.ultp 7 Naos200 g Nos1as
felhasznélaséval, és rendezd 6ket csokkend valség szerint 13% | 01324 [a] 07510

. R Lol 20% | 02087 [2] 04364

- kezﬁd el gzekgt osszeafiogagm kezd/ve a legnagyobb valségvel, e e
majd a masodik legvalészintbbel s.i.t. 33% | 01821 [3[ 06185

- ha az 6sszeg meghalad egy elére kivalasztott limitet, allj me; A% ol 5 ose
8 meg! 8y » allymeg 47% | 00516 [7] 09650

- akimenetelek tartomanya, mely bekeriilt a végs6 6sszegbe, 53% | 00188 [8| 09838
lesz az egzakt Cl, maga a végsG Gsszeg pedig a tényleges 0% |00 1o 09986

g , maga a vég g pedig a tényleg 675 | 000> [l osose
konfidenciaszint (1-a) =% Pt 73% | 00002 [12[ 1.0000

80% | 0.0000 [13] 1.0000

9 . 20% 87% 0.0000 |14] 1.0000
3. pelda.“ ., 93% | 0.0000 15| 1.0000
- haszndljuk az 1. példa 15% 100% | 00000 [16] 1.0000
adatait <
10%

- lasd a kiszamolt tabldzatot
és a grafikont, mely a 95% 5%
-os (valéjaban 96,5%-0s)

Cl-t mutatja: 7% - 47%

SHRRICAICaR
o%

Intervallumbecslés ...

... valségre
6. feladat: Meg szeretnénk becsilni a Rhesus faktor prevalencidjat (alapsokasagon beluli
aranyat) a budapesti lakossag korében. Véletlenszeriien kivalasztottunk 42 embert, s
meghataroztuk a vércsoportjukat: 35 volt Rh+.
a) Adj pontbecslést a Rhesus faktor prevalencidjara.
p(Rh+) = 5 (Rh+) = k(Rh+)/n = 35/42 = 0,833
b) Add meg a 95%-os Cl-t a Wald-intervallum eljarassal.
Szamoljuk ki a SE-t:

SE =~

A 95%-0s Cl kb. § (Rh+) + 2SE k6zétt van, azaz 0,833 + 0,006 vagy 0,826 - 0,839 .

7. feladat: add meg a 95%-os konfidenciaintervallumot a kék szemszin prevalencidjéra a
golyak kozt, ha egy 10 hallgatobdl allé mintaban kettének volt kék a szeme.

Az ismert képlettel szamolva: g (Rh+) = 0,200 és SE = 0,126. Ebbdl a kovetkez6 95%-os Cl
adédna: 0,052 - 0,452 . Azonban mivel valséget becsliink, a Cl nem léghat ki a [0,1]
intervallumbdl; szélek nyesése utan a Cl: 0 — 0,452. Itt a konfidenciaszint mar biztos nem
95%-o0s. Ez csak egy példa, hogy mennyire megbizhatatlan a Wald-intervallum — de ennek
ellenére szoktuk hasznalni nem tul kis mintak esetén, ha gyors becslésre van sziikség.




Intervallumbecslés ...

... varhato értékre

Student-féle t-eloszlast hasznélva (W. S. Gosset)

Az aranyokhoz hasonlé inter
lehet definialni, ez esetben azonban az n-1

szabadsagi foku (df) Student-féle t-

eloszlast fogjuk hasznélni. fgy nem —
hasznalhatjuk a kordbbi kozelité
intervallumokat sem (u+ o és u+20).
Helyette fiiggvénytablaban vagy Excel
paranccsal hatarozzuk meg a kétszélG p-t:
=T.INVERZ.25Z(val6szin(iség,szabadsagfok)

TELOSZLAS

it vty |
o o [ @

i
3
27
24
23
23
24
21
2
23

i ezitt a, vagyis |5 o | a | in
4. példa: ’ BV e Taw st
- haszndljuk a 2. feladat adatait i 5T an i T FEETEET
- add meg a 95%-0s Cl t-6rtékét: 1 oe [ x| | ap (26 | am | am

- Excel-ben: a =T.INVERZ.2S, T | oe | i | s | 213 | ze | 295

15-1) fuggvénnyel: 2,1445 e R
- (aKéplettarban lévs Abra: A t-érték meghatarozasa a fiiggvénytablabl,
a a = 5% és df = 14.

fliggvénytablabdl: 2.14) 3¢

Intervallumbecslés ...

... varhato értékre
8. feladat: Becslést szeretnénk adni a vérkoleszterinszint varhatd értékére és meg
szeretnénk adni a becslés 95%-os CI-t . Nyolcelem(i mintat vettiink, a megfigyelt értékek a
tabldzatban vannak.

N . . L koleszterin-
Excel-ben fogjuk elvégezni a szamitasokat. R szint
irhat érté 5 intadtlag: (mg/d)
A varhato érték pontbecslése a mintaatlag: T 7
=% =ATLAG(adat) = 152,9 mg/dL 7 o1
Szamoljuk ki a SE-t a mar tanult médon: 2 ::g
n =DARAB(adat) = 8 5 1
SD =SZOR.M(adat) = 18,47 mg/dL o1 _ ¢ »
SE =5D/GYOK(n) = 6,53 mg/dL s
A mintadtlagok t-eloszldst kdvetnek,
a95%-o0s Cl hatdrai: 5.
df=n-1=7
t=T.INVERZ.25Z(5%,df) = 2,365 o
X, =X-t*SE = 137,4 mg/dL -
X =X+t*SE = 168,3 mg/dL o il SIS B SRR S E e,
130 132 134 126 138 140 142 144 146 148 150 152 154 156 158 160 162 164 166 168 170172 14

/ (me/t)

Abra: 95%-0s konfidenciaintervallum (zslddel). s

Intervallumbecslés ...

... varhato értékre

Student-féle t-eloszlast hasznalva (W. S. Gosset)

A statisztika gyakrolaton Excel-t hasznélunk a
t kiszdmoldsara. Azonban t eloszlasa
standard (u=0éso=1),igyazx=x+t-SE °*
képletet kell hasznalnunk a megfelel6 x- “}:
értékek kiszamolasara. (x a statisztikai 0s
véltozonk, jelen esetben a magassag). Fozs
—t-bél tudjuk a Cl alsé hatarat (x,) szamolni, < °2
mig +t-b6l a fels6t (x;): o
005 95% Cl
Xp =%-t-SE=170 cm-2,1445 * 2,5 cm = 164,6 cm ° B s

W0 12 4 16 18 0 a2 4 U6 1B 1m0

Xp=%+t-SE=170cm +2,1445*2,5cm = 175,4 cm x/cm
Abra: Az dtlagok elméleti eloszlasanak grafikonja (egy df =

A 95%-0s Cl tehat 164,6 cm — 175,4 cm. -1 szabadsagi foki nem-standard t-eloszlas, melynek
paraméterei: j = X és 0 = SE) és az imént szamolt 95%-0s CI

Intervallumbecslés ...

... varhaté értékre

9. feladat: Meg szeretnénk hatarozni a gdlydk atlagmagassagat 95%-os Cl-mal, de azt
szeretnénk, hogy a Cl ne legyen 1 cm-nél szélesebb. Mekkora legyen a minta mérete? Az
irodalombadl tudjuk, hogy az emberi testmagassag szérasa altaldaban 5 cm, és ezt a gélydkra
is érvényesnek tekintjik.
Itt most ,visszafelé” kell gondolkodnunk:
—Vann egy Cl-unk (most még) ismeretlen x, és x; kozott.
— A Cl szélessége a hatdrol6 értékek kiilonbsége: szélesség = x, — x;
— Helyettesitsiik be a képleteiket: szélesség= (X+t*SE) — (X—t*SE) = 2*t*SE
— Most van egy kis problémank: a t-érték maga is fligg a mintamérettd| (pontosabban a

agi fokok szamatol)! Egy é kell éljiink: vegyiik Ugy, hogy a minta elég
nagy, és egyszeriien hasznaljunk a t = 2 értéket; ekkor a képlet: szélesség = 4SE.
—Tudjuk, hogy SE = SD/n°5, helyettesitsiik be a fenti képletbe: szélesség= 4SD/n°*.
— Rendezziik at a képletet a mintaméretre: n = (4SD/szélesség)?
— Helyettesitsiik be az adatainkat: n = (4*(5 cm)/(1 cm))? = 400




Intervallumbecslés

Konfidenciaszint (1 - a): annak a valésziniisége, u
hogy egy adott médszerrel meghatarozott Cl-ok . -+ —— .
tartalmazzik-e a becsiilt értéket. » B —— ———
Ebbdl nem tudjuk meg, hogy egy konkrét Cl 1w B B
ténylegesen tartalmazza-e a becsiilt értéket. . P
Magat a becslési eljarast jellemzi altaldban, " -+ ———
nem annak egy konrét eredményét. Azt nem  * A —
tudjuk megmondani, hogy a becsiilt érték benne = + e +
van-e az éppen kiszamolt Cl-ban, csak akkor, ha *  —— N
valahonnan ismerjiik a becsiilt értéket — mely . B
esetben az egész becslésre nincs sziikség. . ! — o
s s ——

ifikanciaszint (@): a kompl valség, | + ——(—
pl. ha a konfidenciaszint 95%, akkor a 2 -
szignifikanciaszint 5%. Hogy melyiket hasznljuk, . B
az a kontextustol fugg. o = T e =

Abra: A testmagassag varhato értékre (i) ugyanazon modszerel végzett 20 becslés szimulécija: 8-elemii
minta vételezése (piros +), atlag és standard hibajanak szamitasa, majd a Cl megadasa: ditlag + 2,36 x SE
(kék sav). A becsiilt értékek: 11 = 170 cm, 0'= 10 cm.

Intervallumbecslés

20-20 db 95%-o0s Cl kiszdmolva 20 db 34 elem( és 20 db 8-elem{ mintara.
u u

n . . B at 0 e .

xlam x/em
n=32(df=31),u=170cm, 0 =10 cm n=8(df=7),u=170cm, 0=10cm
1-a=95% 1-a=95%
Nagyobb mi a konfidenciaszi = szlikebb CI.
(4 am atlagosan fele szé égli Cl-kat eredményez.)

Intervallumbecslés

20 CI kiszdmolva ugyanazon 20 mintara 68% és 95% konfidenciaszinten.
u

» e 2 e .
1 + 1 R e e
" ,. + e

v I B L

1 u> e

1 s + ——

1 1 + p———

x/am x/em
n=8(df=7),u=170cm, 0 =10 cm n=8(df=7),u=170cm, 0 =10 cm
1-0=68% 1-a=95%
Magasabb konfidenciaszint = .
kisebb valdszinliséggel esik a Cl-on kiviil a becsiilt érték, de kevesebb az informaciétartalma.

Fliggelék: Normaltartomany

Normaltartomany, referenciatartomany vagy referenciaintervallum: a statisztikai valtozéra
vonatkozd tartomany, mely a valtozé egy elemét 95%-os valészin(iséggel tartalmazza.

A normaltartomany is egyfajta
intervallumbecslés, de itt a statisztikai
valtozo eloszldsat, nem pedig
eloszldsanak egy paraméterét
jellemezziik. Mas szdval: a normal-
tartomany a magukra az adatokra
vonatkoz6 95%-os Cl. Ezt a tartomanyt
szoktak felttintetni az orvosi labor-
leleteken is.

Normdlis eloszlast véltozo esetén a
normaltartomany kb.: X + 2SD.
(pontosabban: x + 1,965D)

X, = p-20 = 65 mg/dL
Xy = p+20 = 99 mg/dL Xy =X, = (+20) - (u-20) = 4o

0= (x,—x)/4=8,5 mg/dL

10. feladat: Szamold ki a szérum

gliikdzszint p, o és 0 paramétereit Xy + X = (u+20) + (u-20) = 2u

a laborlelet adatainak segitségével. 1= (x, +x)/2 = 82 mg/dL 0 = 72,25 (mg/dL)?



Ellen6rzé kérdések

— Mi a populécié?

—Mi a minta?

— Hogyan szerezhetiink informaciot egy
statisztikai valtozorol?

— Milyen becsléstipusokat ismersz?

— Mik a becslés |épései?

—Mia,plug-in” becslés?

— Mi a pontbecslés?

— Mi a pontbecslés hatranya?

— Mi a becsl6 értéke a valségnek, varhato
értéknek, elméleti variancianak és elméleti
szérasnak?

—Mik a ,j6 becslés” tulajdonsagai?

— Milyen eloszlast kévetnek az ardnyok?

— Milyen eloszlast kdvet a varhaté érték becslé
értéke?

— Mi a standard hiba?

— Hogyan szamolhat6 egy arany standard
hibaja?

— Hogyan szamolhat6 egy &tlag standard
hibaja?

— Hogyan fiigg a standard hiba a valtozé
szérasatol?

— Hogyan fiigg a standard hiba a minta
méretété| (elemszamatol)?

— Meg szeretnénk haromszorozni egy becslés

— Mi a torzitatlansag? 1€l
— Mi a hatasossag? Hogyan lehet
matematikailag kifejezni?

példaval.

hata at. Hogyan va unk a minta
méretén?

— Mekkora egy 25 elem(i mintabdl szamolt
arany legnagyobb lehetséges hibdja?

Ellen6rzé kérdések

— Mik egy konzisztens becslés ismérvei?

— Mit jelent, hogy egy becslés elégséges?
— Mi a Bessel-korrekcid? Hol hasznaljuk és
mi a célja?

—MiaCljelentése?

— Mi a konfidenciaszint jele és jelentése?
—Hogyan adhatunk meg egzakt Cl-ot egy
aranyhoz?

— Mi a Wald-intervallum alapja, mi az
elénye és a hatranya?

—Hogyan valtozik a CI, ha emelem a
konfidenciaszintet?

— Hogyan véltozik a Cl, ha névelem a
mintaméretet?

— Hogyan véltozik a Cl, ha a vizsgalt véltozd
szérasa kisebb?

—Hogyan adunk meg CI-t varhato érték
becslése esetén?

— Mi a referenciatartomany?

— Hogyan adhat6 meg egy normilis eloszlasu
valségi véltozo referenciatartomanya?

— Egy laborleletiinkben kiilonféle laborértékek
mellett referenciatartomanyokat latunk.
Hogyan lehet ezekbdl a kérhaz altal hasznalt
vérhato értékeket és szorasokat kiszamolni?
— Mi a kapcsolat a konfidenciaszint és a
szignifikanciaszint kozott?

— Miért nem lehetséges megmondani, hogy
egy adott Cl ténylegesen tartalmazza-e a
becsiilt értéket?



