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Häufigkeitsverteilung 
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
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cm10

1

h:  Körperhöhe 

H:  kollektive Höhe, 

 Gesamthöhe 

Spektrum ist eine spezielle Häufigkeitsverteilung 
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h

H





h (cm) h (cm) 

h
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
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







cm10

1

160  170  180  190  200  210 160  170  180  190  200  210 

Häufigkeitsdichte Spektrum 

Fläche 

unter der 

Kurve: n 

Fläche 

unter der 

Kurve: H 

Spektrum ist die Verteilung von 
etwas unter seine Teile 

Hier: wie viel Höhe ist 
zusammen in einem 
Höhenbereich 
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

E



J

Emissionsspektrum: 

wie verteilt sich die emittierte 

Energie über die Photonenenergien 

Intensität: J=E/(A*t)  [J/m2s] 

Benützung der Wellenlänge() ist bequemer als die 

der Photonenenergie. =c/f  

J 

Beispiel aus der Physik 
Ergänzungsmaterial 



4 

Modus (Modalwert, Dichtemittel): der Wert mit der 

größten Wahrscheinlichkeit;  

der häufigste Wert einer Häufigkeitsverteilung 

Median (Zentralwert): halbiert eine Stichprobe.  

Anzahl der Daten der Stichprobe kleiner als Median = 

= Anzahl der Daten der Stichprobe größer als Median  

Lageparameter. Charakterisierung das Zentrum der Daten 

n

x

n

xxx
x

n

i

i

n





 121 

Durchschnittswert (der arithmetische Mittelwert) 












geradefalls2/)(

ungeradefalls

)12/(

2/)1(

med

2/
nxx

nx
x

n

n

n

Lagemasse, Lokationsmasse 

=average(...) 

=Mittelwert(...) 

=mode(...) 

=Modalwert(...) 

=median(...) 

=Median(...) 
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x

n

xxx
x

n

i

i

n





 121 

Durchschnittswert (der arithmetische Mittelwert) 

  



n

i

iii xnxxxxx
1

0)(
Die Summe der Abweichungen 

der Daten von diesem Wert ist 

gleich Null. 

=Mittelwert(...) 

1x 2x 3x

x x x





 

  x3

Beispiel: Schritte 
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1989-43=1946 

23 J 

Unimodal: die Verteilung hat nur einen Gipfel 

Bimodal: die Verteilung hat zwei Gipfel.  

Multimodal: die Verteilung hat mehrere Gipfel. 

Altersaufbau der deutschen Bevölkerung 

Beispiel, und modalität 



Beispiel in der Medizin 

Coulter 

Zähler 

Grössenverteilung der Zellen 

7 
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x 

f(x) 

Linkssteile bzw. rechtsschiefe Verteilung 

Median Durchschnitt Modus 

z.B. Einkommensverteilungen in einem Land: 

Der Großteil der Bevölkerung verdient relativ wenig, 

während es nur wenig Leute gibt, die sehr viel verdienen. 

=skew(...) > 0 

=Schiefe(...) > 0 

>0 : rechts 
<0 : links 
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www.vordenker.de/if_gould/images/verteilung.gif  

Maxwell-Boltzmann-Verteilung 

(siehe später in der Physik) 

Komplexität der Tiere 

Weitere Beispiele 

H
äu

fi
gk

e
it

  

Ergänzungsmaterial 
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f(x) 

x 

Linksschiefe bzw. rechtssteile Verteilung 

Median Durchschnitt Modus 

z.B. Dauer einer 

Schwangerschaft 

=skew(...) < 0 

=Schiefe(...) < 0 
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Daten und ihre Durchschnittswerte 

Pulsfrequenzen (1/Min) 

 

 

Die Daten streuen um 

den Durch-

schnittswert. 

Wenn wir mehrere 

Stichproben haben, 

dann die 

Durchschnittswerte 

(Mittelwerte) 

streuen auch, und 

zwar um den 

Erwartungswert () 
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das Quadrat der Streuung, die mittlere 

quadratische Abweichung, auch als 

Varianz bezeichnet:  

Streuungsparameter. 

Charakterisierung der Variation der Daten 

Spannweite: xmax-xmin 

1

1

2

2










n

xx

s

n

i

i )(

Standardabweichung  

(Streuung der Messdaten, s):  

die mittlere Abweichung vom 

Durchschnitt: 
1

1

2










n

xx

s

n

i

i )(

Streuungsmasse (Variabilitätsmaße, 

Variationsmaße) 

Mass für die Streubreite von Daten 

=stdev(...) 

=Stabw(...) 

=var(...) 

=Varianz(...) 

=max(...)-min(...) 
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Dezile 

Durch Dezile (lat. „Zehntelwerte“) wird die Verteilung in 10 gleich große 

Teile zerlegt. Unterhalb des dritten Dezils liegen 30 % der Verteilung.  

a-Quantil 
(seien dazu die xi aufsteigend sortiert): 

10 a

 












ist ganzzahligfalls2/)(

ist Zahl ganze keinefalls

1

1

a

a

aa

a

a
nxx

nx
x

nn

n

x1/4 – unteres Quartil    x3/4 – oberes Quartil 

x1/10 – unteres Dezil      x9/10 – oberes Dezil 

halber Quartilabstand :  (x3/4 – x1/4)/2 

=Quartile(...) 

Hier kann nur 
α = einige 
quartile sein! 

Beispiel: die xi Werte sind (i=1..12), n=12: 
0,4,4,6,7,9,10,11,13,15,17,20. 
Wenn α=0.25, dann x0.25 =(4+6)/2=5, weil 12*0.25=3 
Wenn α=0.3, dann x0.25= 6 ,weil 12*0.3=3.6 

mit Wörter: z.B. Quartile, Dezile, etc. 

=Quantil(...) 

Englisch: Percentile(...) 
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z.B.  

Wachstums- und 

Gewichtskurven für 

Mädchen  

Perzentilenkurven sind ein Werkzeug 

für den Arzt. 

Die Fälle am Rahmen sind einfach 

sichtbar.  

=percentile(...) 

=Quantil(...) 
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x 

f(x) 
z.B. rechtsschiefe 

Verteilung 

Median Mittelwert Modus 

Die Lageparametern sing generell nicht identisch. 
Bei eine symmetrische Verteilung sind sie aber gleich.  



Skalentypen zulässige Lage-

Parameter 

zulässige Streuungs-

Parameter 

Nominalskala Modus – 

Ordinalskala Modus, Median – 

numerische Skalen Modus, Median, 

Durchschnittswert 

Spannweite, 

Quartilabstand, 

Standardabweichung 

Vorsicht mit Skalentypen! 
Besonders mit zahlen: die originelle Skala kann gut „nur” nominal, oder ordinal sein 
(z.B. Noten) 

16 
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x

N





Durchschnitt 

Median 

Apunktierte = Aschraffierte 

Lage des Medians und des Durchschnitts einer Verteilung 

x 

x

N





x 

Schwerlinie 

50% 

50% 

Median halbiert die Fläche 

Bei Mittelwert zählt auch die Grösse der Werte. 
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h

N





h

H





Flächenhalbierungslinie des 

Spektrums 

Durchschnittswert Median 

Flächenhalbierungslinie der 

Häufigkeitsverteilung 

h 0 0 

Also Median des Spektrums ist 
identisch mit dem Mittelwert. 

Ergänzungsmaterial 

Mittelwert und Spektrumsmedian 
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Summen- (kumulierte/kumulative) Häufigkeitsverteilung 

0

1

2

3

4

5

6

150 160 170 180 190 200 210 220

0

2

4

6

8

10

12

14

150 160 170 180 190 200 210 220

0

2

4

6

8

10

12

14

150 160 170 180 190 200 210 220

Häufigkeitsdichte-

Verteilung 

h (cm) 

h (cm) 

h (cm) 

In der Messtechnik 

genannt als  

DD-”Spektrum” 

Summen-

Häufigkeits-

verteilung 

h

N













cm10

1

M=N0-N 

N Wieviele 

Werte sind 

kleiner als h? 

Wieviele 

Werte sind 

grösser als h? 

In der Messtechnik 

genannt als  

ID-”Spektrum” 

„rechte-Summen-

Häufigkeits-verteilung” 

oder rechts kumuliert 

„linke-Summen-

Häufigkeits-verteilung” 

oder links kumuliert 



rot: ohne Gemcitabin 

grün: mit Gemcitabin 

(Chemotherapie) 

Wirkung der Chemotherapie. Pankreaskarzinom  Relative rechts kumulierte 

Kurve 

Überleben, Tage 

kumulatives 

Überleben 

nach der 

Operation 

Überlebenskurven 

20 
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Quantile und die relative Summenhäufigkeits-verteilung 

F(x) 

x 

1 
0,9 

0,75 

0,25 

0,1 

oberes Dezil unteres 

Dezil 

oberes 

Quartil 

xmax xmin 

unteres 

Quartil 

Quartilabstand 



Beispiel in der 

Physikpraktikum: 

Coulter Zähler 

(siehe viel später...) 



Verteilungen und Schätzungen 
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitslehre 



Zufallsexperiment 

– Vorgang nach einer bestimmten Vorschrift ausgeführt 

– (im Prinzip) beliebig oft wiederholbar 

– sein Ergebnis ist zufallsabhängig (in der Natur ist es immer!) 
Es gibt eine eingebaute Unsicherheit in der Natur. 

– bei mehrmaligen Durchführung des Experiments beeinflussen 
die Ergebnisse einander nicht 

24 

IAi     ?      IAi 

Würfelspiel Roulett Blutgruppenversuch 



Ereignismenge, Ereignisraum (W )  
Reihe aller möglichen Elementarereignisse. Z.B: 

beim Würfelspiel: 

     W = {1, 2, 3, 4, 5, 6 } 

 

 

 

beim Münzenexperiment: W = {Zahl, Kopf} 

 

 

 

beim „Blutgruppenversuch”:   W = {IA IA ,  IA i,  iIA,  ii} 

Elementarereignisse  
die einzelnen, nicht mehr zerlegbaren und sich gegenseitig ausschliessenden Ausgänge 
oder Ergebnisse eines Zufallsexperimentes 

25 



26 

Wahrscheinlichkeit 

Bernoulli (1654-1705), Laplace (1749-1827) 
(klassische Wahrscheinlichkeit) 

 
Bei einem Zufallsexperiment, was endlich viele Ausgänge hat, die (zB. wegen 
Symmetriegründen) gleichwahrscheinlich sind, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (E) 
ist: 

 

p=probability, Probabilität 

reignisseElementareichengleichmöglallerAnzahl

reignisseElementaregünstigenfürderAnzahl
)(

E
Ep 

Dabei denken wir, das alle interessante Ereignisse eigentlich aus Kombinationen 
verschiedener Elementarereignisse aufbaubar sind, der Anzahl wovon kann auch 
sehr gross sein (wie im Lego-Spiel). 
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Würfelexperiment: 

6

1
)6( p

6

3
)( Zahlgeradep

2

1
)( Kopfp

Münzenexperiment: 

Beispiele 

m

g
Ep )(

günstig 

alle 
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Statistische Wahrscheinlichkeit: 
oft sind die Elementarereignisse NICHT gleich wahrscheinlich! 

Tritt bei n-maliger Durchführung  
eines Zufallsexperimentes ein bestimmtes Ereignis A k-
mal auf, so bezeichnet man die in langen Versuchsreihen 
zu beobachtende relative Häufigkeit als  
Wahrscheinlichkeit, p(A) :  

Zufallsexperiment 
Ereignis A 

Ereignis B 

n

k
Ap )(

Gefälschte Münze? 

Wenn n -> unendlich 
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Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit 

1)(0  Ap

p(sicheres Ereignis) = 1 

p(unmögliches Ereignis) = 0 
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Verteilungen 

...,, sx

Population 

Stichprobe 

Pulszahl 

?, ?, ...   

H
äu

fi
gk

ei
ts

d
ic

h
te

 










Min

1

x

n













5

Min

Wahrscheinlichkeitsverteilung 



Laplace-Experiment:  
es meint ein Zufalls-Experiment bei dem davon 
ausgegangen wird, dass jeder Versuchsausgang 
gleichwahrscheinlich ist 

Laplace-Prinzip:  
wenn nichts dagegen spricht, gehen wir davon 
aus, dass alle Elementarereignisse gleich 
wahrscheinlich sind 

31 

Verteilungen 

Wie kann man die theoretische Verteilung bestimmen? 
 
Vermutung  Modellannahme    
    
(nach dem  
Histogram)      
  

Gleichverteilung? 

Gleichverteilung der 
Elementarereignisse 
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Klassifizierung der Verteilungen 

• diskrete Verteilungen 

• diskrete Gleichverteilung 

• Binomialverteilung 

• Poisson Verteilung 

• ... 

• kontinuierliche Verteilungen 

• kontinuierliche Gleichverteilung 

• Normalverteilung 

• Chi-Quadrat Verteilung 

• t-Verteilung 

• ... 

diskrete Zufallsgröße 

zB: Blutdruck, Körperhöhe,...  

kontinuierliche Zufallsgröße 

zB: Anzahl der Kranken, 
Augenzahl des Würfels 
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Diskrete Gleichverteilung 

6...,,2,1,
6

1
)(  kkp

Wertebereich 1 2 3 4 5 6 

Wahrscheinlichkeit 
6

1

Beispiel:  

1     2     3     4     5     6 

1/6 

k 

p(k) weitere Beispiele:  
 
Münzenversuch 
 
Würfelexperiment 
mit einem Ikosaeder 

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1
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Lageparameter der Verteilung 

Es sei X eine diskrete Zufallsgröße mit Werten x1,x2… dann heisst 


i

ii xpx )(

Der Erwartungswert gibt denjenigen Wert an, den man als Mittelwert 
(durchschnittlichen Wert) über viele Versuchswiederholungen 
“erwarten” kann. 

Dabei ist es durchaus möglich, dass der Erwartungswert bei keinem 
einzigen Versuch realisiert wird oder sogar überhaupt nicht 
vorkommen kann. 

Erwartungswert von X. 
 



 nx
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Erwartungswert und Durchschnittswert 

Beispiel: 100 Würfelexperimente. 2,5,4,3,6,6,1,5,4,2,3...  
Insgesamt: 

 











6)6(5)5(4)4(3)3(2)2(1)1(

6)6(5)5(4)4(3)3(2)2(1)1(

53.36
100

17
5

100

18
4

100

16
3

100

14
2

100

20
1

100

15

100

617518416314220115

PPPPPP
n

hhhhhh

x


i

ii xpx )(

xi ni hi 

1 15 15/100 

2 20 20/100 

3 14 14/100 

4 16 16/100 

5 18 18/100 

6 17 17/100 

xi:  Augenzahl 

ni: absolute Häufigkeit 

hi: relative Häufigkeit 


i

iihxx

Rel.Häufigkeit 
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Streuung der Verteilung 

Es sei X eine diskrete Zufallsgröße mit Werten x1,x2,...  und mit dem 
Erwartungswert . Dann nennt man die Zahl 

 

 )()( i

i

i xpx 22   

 
n

s

empirische         theoretische 
 Streuung    Streuung 

(Standardabweichung) 

als Varianz von X, ihre Wurzel als (theoretische) Streuung (). 
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Normalverteilung 
Verteilungsdichtefunktion:  
 
 

Parameter der Normalverteilung:    
 

Erwartungswert:  

Streuung:  
        
        
  

2

2

2

)(

2

1
)( 










x

exf

Wendepunkte  

(die Krümmung der Kurve ändert sich) 

 

f(x) 

  

x 

Oberfläche unter der Kurve = 1. 
(gilt für alle verteilungsdichtefuntionen!) 

Die Kurve geht aber NIE ganz zu Null! 
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Normalverteilung 
(Gauss-Verteilung) 

  3,  = 1 für die dargestellte Funktion: 
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Normalverteilung 
Wahrscheinlichkeit ist eine Oberfläche unter 
der Dichtefunktion! 
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  0 

  1 

0

0.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0

0.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Standard - Normalverteilung 

)1,0(
2

1
)( 2

2

Nexf
x





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),( 10Nt 

t-Verteilungsfamilie 

„Glockenkurven” 

Je größer ist der 

Freiheitsgrad, desto schmaler 

ist die Kurve.  

Also der Freiheitsgrad ist ein 

Zahl um eine bestimmte Kurve 

auszuwählen. 

 

Pr.Buch Anhang S.27.2 
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•Es seien x1, x2,….xn unabhängige Zufallsgrößen, die alle  
derselben Verteilung haben.  

•Die Verteilung der Summe nähert sich einer Normalverteilung, wenn n→ . 

 

•Die Summe der Verteilungsfunktionen konvergiert gegen eine  
Normalverteilung auch wenn die einzelnen Zufallsgrößen keine Normalverteilung haben. 

 

•Biologische Bedeutung:  
Wenn ein Parameter (zB. Körpergröße, Blutzuckerkonzentration)  
durch viele anderen Faktoren (Zufallsgrößen) beeinflusst wird, folgt dieser Parameter einer 
Normalverteilung. 





n

i

in xS
1

Zentraler Grenzwertsatz 



Population Stichprobe 

         N = „unendlich” 

 

Theoretische Verteilung 

Erwartungswert 

Theoretische Streuung   

         n = endlich 

 

Häufigkeitsverteilung 

Durchschnitt 

Standardabweichung   

Analytische Statistik 



Aufgabe der Schätztheorie 

Aus einer Stichprobe Schätzwerte für  

 Wahrscheinlichkeiten  

 Erwartungswert 

 Streuung 

 oder andere Parametern  

einer Verteilung zu ermitteln. 

Typen der Schätzungen: 

• Punktschätzung 

• Intervallschätzung 



• Der Parameter wird mit einem Wert geschätzt. 
 

• Relative Häufigkeit 
ist ein Schätzwert für die Wahrscheinlichkeit 
 

• Durchschnitt  
ist ein Schätzwert für den Erwartungswert 
 

• Standardabweichung  
ist ein Schätzwert für die Streuung 
 

• Punktschätzungen sagen  
nichts über die Genauigkeit bzw. Sicherheit der Schätzung! 

Punktschätzungen 
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Intervallschätzungen 

•Intervallschätzung oder Konfidenzschätzung gibt zu einer 
vorgewählten Sicherheitswahrscheinlichkeit g, (Konfidenzniveau) 
ein Intervall (c1,c2) an, in dem der unbekannte Parameter (zB.  
oder ) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens g liegt.  

c1                   c2                        x 

Zb.: Erwartungswert der Pulszahl ist bei  
 95% Konfidenzniveau: 74±6 1/Min 
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Streuung = ?      

Konfidenzintervall für den 
Erwartungswert 

x   zB:Körperhöhe 

zB: durchschnittliche Körper-
höhe in einem 
Studentengruppe von n 
Studenten 

x

        

f(x) 

f(   ) x

xx s
n






 x

Standardfehler 
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Konfidenzintervall für den Erwartungswert 

x

f (  ) x

n

s
sx 

 x

xix sxs 22  

xs2

95% 

ix

    liegt mit 95% 
Wahrscheinlichkeit 
im Intervall   
 

 
xs2 xs2

ix

xixi sxsx 22  

xi sx 2

wenn                                    dann 

xs2

xi sx 2

95% Wahrsch. 95% Wahrsch. 

Und gleichzeitig mit 100-95= 5% 
Wahrscheinlichkeit irgendwo 
draussen! 



49 

Konfidenzintervall für den Erwartungswert 

In dem Intervall                            Konfidenzintervall                               
liegt der Erwartungswert () mit 95% Wahrscheinlichkeit 

xx sxsx 2,2 

Eine ähnliche Ableitung gibt:  liegt 
-mit 68% Wahrscheinlichkeit im Intervall: 
 
- mit 99,7% Wahrscheinlichkeit im Intervall: 

xx sxsx  ,

xx sxsx 3,3 
Je größer ist die 

Sicherheitswahrscheinlichkeit desto breiter 
ist das Konfidenzintervall!  

Bemerkung: wenn n→ dann          → 0  xs
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Pr.Buch Abb. 11 
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Zusammenfassung der Schätzungen 

•Punktsätzungen: 
   
    Stich-

probe 

Grund-

gesamtheit 

_ 
x 

 

 

 

s 

 

 

 

n 

 

 

Intervallschätzung 

für den Erwartunswert: 
 

    

 

    

 

 

xsx 2 95% 


