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Ismeétlés: Alapsokasag és minta

(Kovetkeztetd statisztika alap problémaja)
Alapsokasag (populacio) Minta

Az alapsokasag rendszerint olyan méretd, Emiatt az alapsokasdagnak csak egy részhalmazat
hogy az 6sszes eleme nem vizsgadlhatd meg. vizsgaljuk, ezt nevezziik mintanak.

BIZONYTALANSAG!

(P és H) A minta elemein méréseket végziink,

A minta jellgmzé’i alapjan , majd az igy keletkezd adathalmazt
az alapsokasagra vonatkozo (amit szintén mintanak neveziink)
kdvetkeztetést vonhatunk le

grafikusan és matematikailag jellemezziik




Becslés

Alapsokasdag (populdcid) _ Minta

Valddi érték Becslés

Becslés
Valdszinlség Relativ gyakorisag
Varhato érték (populacios atlag) Minta atlaga
Elméleti variancia (szérdsnégyzet) Minta variancia

Két varhato érték kiilonbsége Mintaatlagok kilonbsége



Becslés

Alapsokasdag (populdcid) _ Minta

Valodi érték Becslés Becslés
Valdszinlség Relativ gyakorisag
Varhato érték (populacios atlag) Minta atlaga
Minta medianja?
Elméleti variancia (szordsnégyzet) Minta variancia - melyik?
Z(X—XZ)Z
vl =
n
Z(X—X,)z
vl ==




Hiba
Alapsokasdag (populdcid) _ Minta

® Valddi érték Becslés e Becslések

/Hiba

Tobb véletlen mintavételt
képzellink el —becslések



Ve

,Atlagos eltérés” (torzitas)

Szisztematikus hiba

Hiba — 2 dimenzidja

. . 1. A becslések valtozékonysaga

2. A becslések ,kozepének”

I I eltérése a valodi értéktol

NValtozékonysag” (szorodas);
Véletlen hiba (mintavételi hiba)




Hiba — 2 dimenzidja

JO becslés, ha:

Torzitatlan:

A becslések ,kozepe” (varhatd
értéke) a valddi érték

Hatasos:

A becslések valtozékonysaga a
lehetd legkisebb

Konzisztens:

az elemszam novelésével csokken
a becslés valtozékonysaga

()

Szisztematikus hiba

© 0@
© @

Ve

,Atlagos eltérés” (torzitas)

Valtozékonysag” (szorodas);
Véletlen hiba



Néhany megjegyzés

A varhato érték becslésére az atlag torzitatlan, konzisztens és a

leghatasosabb
A szoras becslésénél az n-1-gyel valo osztas torzitatlan, de n-nel osztva

torzitott



Konfidencia intervallumok

De nekiink csak 1 mintank van, valddi értéket nem ismerjuk!

— Akkor szamithaté egyaltalan a hiba?
IGEN, a véletlen hiba (mintavételi hiba): ez a becslés standard hibaja - a
mintabdl becsilhetd!



Konfidencia intervallumok

De nekliink csak 1 mintank van, valodi értéket nem ismerjuk!

— Akkor szamithato egyaltalan a hiba?
IGEN, a véletlen hiba (mintavételi hiba): ez a becslés standard hibdja - a
mintabol becsulhetd!

Példa:

az atlag standard hibaja (roviden standard hiba, vagy atlag hibaja, SEM)

Emlékezteto: Centradlis hatdreloszlas tétele (mintavételi atlagokra):
ha egy adathalmazbdl n elem({ mintakat vesziink, akkor elég
altalanos feltételek teljesiilése esetén a mintak atlagai normal
eloszlasuak lesznek, és az eloszlas varianciaja az eredeti eloszlas
varianciajanak n-ed része lesz.



Konfidencia intervallumok

1. Tehat az atlag standard hibaja (szorodasanak mértéke): a minta
varianciajanak n-ed részének négyzetgyoke.
2. Megadhato egy olyan tartomany, amely az atlagot adott
valoszinlséggel tartalmazza: ez az atlag konfidencia intervalluma.
az adott valoszinlség: konfidenciaszint

Az atlag esetében (a normal eloszlas miatt) pl:
Az atlag 95% szint( konfidencia intervallumanak hatarai:

~ x+2*SEM

Mas becslésre is megadhato adott szint( konfidencia intervallum!
Mutatja a becslés értékét, annak hibajat, adott valdszinliségl intervallumat



Hipotézisvizsgalatok
Mintavételi (véletlen hiba) masképp

Hipotézisvizsgalat célja: eldontendd kérdésre statisztikai valaszt adjon

Hogyan?
Allitas : minden lehetséges esetre belatom, hogy igaz.
pl: 1,2...n szdmok 6sszege: (n+1)*(n/2) — teljes indukcidval

Allitas : felteszem a pontos ellenkezdjét és belatom,
hogy nem igaz.



Indirekt bizonyitas

Egy dobozban van 100 tveggolyonk. Mindegyikik vagy piros, vagy fehér.

1. eset: A feltevésiink (H): mind fehér.
Kisérlet: véletlenil kivesziink egy golyot a
dobozbdl.

Megfigyelés: az els6 kivett golyd piros szind.

Kovetkeztetés: a megfigyelésiink valdszinlisége,
, 0: a feltevésiink 100% biztonsag-gal téves.

2. eset: A feltevésiink (H): 99 fehér és egy piros.
Kisérlet: véletlenul kivesziink és visszarakunk egy
golyot, ezt 5-sz0r végezzik el.
Megfigyelés: mind az 5 piros.
Kovetkeztetés: a H majdnem 100% biztonsaggal
téves: a megfigyelésiink valsége, ,0.01°
= 10710 (gyakorlatilag lehetetlen).

3. eset: A feltevésiink (H): 50 fehér és 50 piros.
Kisérlet: véletlenil kivesziink és visszarakunk egy
golyot, ezt 5-szor végezziik el.
Megfigyelés: mind az 5 piros.
Kovetkeztetés: most nem olyan egyértelmd: a
megfigyelésiink valdszinlsége, ,0.5°=
0.03125: alacsony de azért nem tul
valdszindtlen..

4. eset: A feltevésiink (H): mind piros.
Kisérlet: véletlenul kivesziink és visszarakunk egy
golyot, ezt 5-sz0r végezzik el.
Megfigyelés: mind az 5 piros.
Kovetkeztetés: a megfigyelésiink valdszinlsége,

, 1° = 1. Ez mit is jelent?



Indirekt bizonyitas

Egy dobozban van 100 tveggolyonk. Mindegyikik vagy piros, vagy fehér.

1. eset: A feltevésiink (H): mind fehér.
Kisérlet: véletlenul kivesziink egy golyot a
dobozbdl.

Megfigyelés: az elsé kivett golyd piros szind.
Kovetkeztetés: a megfigyelésiink valdszinlsége, ha

aHig~~" ,afcl~4slink 100% biztonsag-gal téves. A verifikacié
esemény 77y ee ge
J nem mukodik

4. eset: A feltev
Kisérlet: véletlendl kiveszun

piros.
s visszarakunk egy

A feltevés hamis

A falszifikacio golyét, ezt 5-szor vdgezziik el.
m l’jkod i k MngngEIés Biztos esemény S.
Kovetkeztetés: a me sunk valdszinlsége,

ha a Higaz, 1° = 1. Ez mit is jelent?



Indirekt bizonyitas

A 2. és 3. eset?
Matematikai logika:
Van egy feltevésiink (H).
Ha H igaz, az E esemény nem kovetkezhet be.
E bekovetkezik.
Tehat H hamis.
Amint azt az el6z6ekben lattuk, egy feltevést csak elvetni tudunk.

Statisztikai logika:
Van egy feltevésiink (H).
Ha H igaz, az E esemény bekdvetkezése nagyon valdszindtlen.
E bekovetkezik.
Elvetjik H-t. De sohasem lehetiink 100%-ig bizonyosak, hogy H hamis.
Ez esetben egy feltevést még elvetni sem tudunk szazszazalékos bizonyossaggal
— mintavételi hiba lehetséges. ENNEK VALOSZINUSEGET KELLENE MEGBECSULNI



Milyen legyen a kérdés?

...legyen eldontendé (igen/nem, dichotomikus).

- 50%-e a mieldmasok otéves tulélési - Mekkora a mielomasok otéves
aranya (vagyis valsége)? tulélési aranya?

- Eltér-e a Cushing-korosok - Mi a Cushing-korosok
vérkoleszterinszintje a normalisnak koleszterinszintjének varhato
tartott 200 mg/dL értéktél? értéke? X

...esetek halmazara és ne egyedi esetre vonatkozzon.
(Es a kérdés mindig az alapsokasagra iranyul, nem a mintara.)

- 50%-e a mieldmasok Otéves tulelesi - Elni fog-e még ez a mieldmas
aranya? v beteg 5 év mulva? X

...legalabb az egyik valaszlehetdségnek egyértelmiinek kell lennie.

- 50%-e a mieldmasok otéves tulélési - Kevesebb-e a mieldmasok
aranya? v talélési aranya, mint 50%? X



Milyen legyen a hipotézis?

Két valaszunk (feltevésiink) van a kérdésre:

A nullhipotézis (H,)

- Egyértelmii: csak egyféleképpen
teljesulhet. Valamilyen formaban
szerepel benne az = jel.

A tudomany jelenleg elfogadott
allaspontjat tukrozi,

A Cushing kdrosok vérkoleszterinszintje megegyezik az egészségesek
alapsokasdganak atlagdval.

vagy valamit, ami , kozhelyes”,
kevés benne a megkotés (Occam
borotvaja).

Az érmefeldobdsban a fejek valsége 50%.

- Nem feltétlenll nemleges valasz a
feltett kérdésre.

Az alternativ vagy ellenhipotézis (H,)

- Jellemz6en tobbféleképpen is

teljesiilhet.

A mieldma Gtéves tulélési

aranya nem 50%.

(lehet kissé tobb vagy sokkal kevesebb stb.)

A tudomanyos konszenzusnak
ellent-mondd uj megallapitast
fogalmaz meg,

A Cushing kérosok vérkoleszterinszintje eltér az egészségesek
alapsokasaganak atlagatél.

vagy egy kevéssé kdzhelyes,
megkotéseket tartalmazo allitast.

Az érmefeldobdsban a fejek valsége nem 50%.

Legt6bbszor a Hy-sel komplementer
(vagyis annak tagadasa).

H,=nemH,



Mintavételbdl szarmazo (,,véletlen”) hiba

Hipotézisvizsgalat célja: eldontendd kérdésre statisztikai valaszt adjon

Kiinduldépont: az eldontendd kérdés statisztikai atfogalmazasa, majd :
Ho: nullhipotézis — ,véletlen” hiba
H, (vagy H,): alternativ hipotézis (ellenhipotézis) — nem H,

Dontés alapja: a , véletlen” szerepe a H, esetén (mintavételi hiba)
A minta az, amely esetleg megcafolja H,-t



Mintavételbdl szarmazo (,,véletlen”) hiba

Hipotézisvizsgalat célja: eldontendd kérdésre statisztikai valaszt adjon

Kiinduldépont: az eldontendd kérdés statisztikai atfogalmazasa, majd :
Ho: nullhipotézis — ,véletlen” hiba
H, (vagy H,): alternativ hipotézis (ellenhipotézis) — nem H,

Dontés alapja: a , véletlen” szerepe a H, esetén (mintavételi hiba)
A minta az, amely esetleg megcafolja H,-t

A populdcidban (a valdsagban) a null hipotézis:

Hamis

Megtartom Helves dntés Hiba (masod faju) ()
A dontés: (Nem vetem el) y (alnegativ eredmény)
a null
hipotézist: Elvetem Helyes déntés (erd) (1-)




Egyszerlsitett példa 1. Iépések

Szituacid: Dobokockas tarsasjatékot jatszunk — nem mi nyerink...
,Rossz” a dobdkocka?

2?11 (és mire vonatkozik):
Minden oldala ugyanolyan valdszinlségi-e? (ennek a kockanak)
A hatos dobaés valdszinlsége eltér 1/6-tdl, méghozza nagyobb?
— most valasszuk ezt

2211
A 6-0s dobds valdszinlisége 1/6 vagy kisebb — (dsszetett hipotézis)
Vegylk az alternativ hipotézis szempontjabdl ,legrosszabb esetet”
(hiszen ha akarcsak egy eleme az 6sszetett hipotézisnek ,megfelelhet” a
nullhipotézisnek, akar nincs bizonyiték az elvetésre a teljes
tartomanyban):
H,: A 6-0s dobas valodszin(isége 1/6.
H,: nagyobb 1/6



Egyszerlsitett példa tovabbi lépések

: A hatos dobas valdszin(isége eltér 1/6-t6l, méghozza nagyobb?
: Ho: A 6-0s dobas valdszinlisége 1/6.

27?1
Hatosag megadta... Adott terulet szakirodalma --- , de
kisebb/nagyobb, gyakoribb/ritkdbb mellékhatasok?, olcsdbb/ dragabb?...

itt: minden hétvégén jatszunk vele, dobdkockat nem draga lecserélni
— legyen 5% helyett 10% (kevesebb bizonyiték elég H, elvetéséhez)

2?1l (hogyan, mennyi...kérdezze statisztikusat):
24 dobasbal 6 darab 6-0s.
Tényleg a kérdésre valaszolok?
Modositanom/pontositanom kell a kérdést? (mire vonatkozik)
(pl. itt: dobokockanyi lukak vannak az asztalon...)



Egyszerdsitett példa tovabbi lépések

: A hatos dobas valdszin(isége eltér 1/6-t6l, méghozza nagyobb?
: Ho: A 6-0s dobas valdszinlisége 1/6.
:10%
24 dobasbdl 6 darab 6-o0s.
2l
24 dobasbdl 6 darab 6-ost dobtam, ez 6/24 = 1/4 ez 1,5-szeres az 1/6-nak
—igen, ez nekem lényeges
?°ll
Hogyan szamoljak?, (torzitatlanul, hatasosan, konzisztensen...)
Lényeges: kérdés, valtozok mérési skalaja, mérési kortilmények

Szamolas soran kell:
— ha a null hipotézis igaz, mekkora a valdszinlsége az

elméletileg lehetséges mintaknak, amit igy vettink?

A minta , helye” ebben az eloszlasban:
(teszt-statisztika, pl: valdszin(iség, t-érték, p-érték...)



A szamolas a ,,hattérben”

Binomialis
prébaval!

0,25

Nulleloszlas az abran: 24 dobasbdl 6-osok szamanak valdszinlisége

6x vagy ennél tobbszoér dobtam 6-ost, HA
a nullhipotézis IGAZ — p-érték

Altaldnosan: annak a valészin(isége, hogy
a mintanak megfeleld, vagy annal
szélsoségesebb értékem legyem, ha a
nullhipotézis igaz)

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
-0SOK SZama



Egyszerlsitett példa tovabbi lépések

Mi a kérdés: A hatos dobds valdszinisége eltér 1/6-t6l, méghozza nagyobb?

Nullhipotézis: H,: A 6-0s dobas valdszinlisége 1/6.

Szignifikancia szint:10%

A minta: 24 dobasbdl 6 darab 6-os.

Lényeges a kiulonbség egyaltalan — relevans: minta alapjan: 1/4 ez 1,5-szeres
az 1/6-nak
Mennyi a bizonyiték — p-érték: 0,1995

Dontés: nincs elég bizonyiték az elvetésre — megtartjuk a H,-t

A populacidban (a valdsagban) a null hipotézis:

Hamis
Megtartom . Hiba (masod faju) ()
A dontés: (Nem vetem el) LEIE oS (dlnegativ eredmény)
a null
hipotézist: Elvetem

Helyes dontés (erd) (1-p3)




Egymintas Student-féle t-proba

Mire vagyok kivancsi
A minta varhato értéke megegyezik-e egy ismert
populacioatlaggal
Valtozo tipusa
1 szamszer( és folytonos
Feltételek
Egymastol fuggetlen megfigyelések
atlagok eloszlasa legyen normal azaz:
normal eloszlasu valtozo vagy nagy minta (CLT miatt)
Vegjegyzeés: Szamolas:
t = XA
s/\n
normalitast NE teszteljuk masik hipotézisvizsgalattal! ElGzetes

tudasunk, abrazolas alapjan
(+teszt noveli az els6faju hibat, ,multiplicitas”)




Parositott t-préoba

Mire vagyok kivancsi

Két varhato érték megegyezik-e - parositott csoportokban
Valtozo tipusa

1 szamszer( és folytonos, valamint 1 binaris (,,csoportok”)
Feltételek

Egymastol fuggetlen megfigyelések a csoportokban, parositott
csoportok

atlagok kulonbségének eloszlasa legyen normal azaz:

normal eloszlasu kilonbség vagy nagy minta

Megjegyzés:

parositott probak ereje altalaban nagyobb, mint nem parositotté

egyéb helyparaméterek (kvantilisek) dsszehasonlitasara is jo

atlagok kilonbsége = kilonbségek atlaga



Student-féle 2 mintas t-prdoba

Mire vagyok kivancsi
Két varhato érték megegyezik-e
Valtozo tipusa
1 szamszer( és folytonos, valamint 1 binaris (,,csoportok”)
Feltételek
Csoportonként és egymastol is fliggetlen megfigyelések
atlagok eloszlasa legyen normal mindkét csoportban azaz:
normal eloszlas a csoportokban vagy nagy minta
szorasok azonosak legyenek a csoportokban
Megjegyzés:
egyéb helyparaméterek (kvantilisek) dsszehasonlitasara is jo
szorasokat altalaban nem ismerjik, ne teszteljik! (multiplicitas)
Welch probat hasznaljunk!



Welch-féle t-préoba

Mire vagyok kivancsi
Két varhato megegyezik-e
Valtozo tipusa
1 szamszer( és folytonos, valamint 1 binaris (,,csoportok”)
Feltételek
Csoportonként és egymastol is figgetlen megfigyelések
atlagok eloszlasa legyen normal mindkét csoportban azaz:
normal eloszlas a csoportokban vagy nagy minta
Megjegyzés:
egyéb helyparaméterek (kvantilisek) 6sszehasonlitdsara is jo
nem érzékeny az eltérd varianciakra (robosztus a varianciak
eltérésére)



Khi-négyzet fliggetlenség préoba

Mire vagyok kivancsi
Ismeretlen eloszlas, illetve gyakorisagok és ismert eloszlas
megegyezik-e
Masképp: a 2 valtozo flggetlen-e
Valtozo tipusa
2 kategorialis valtozdé
Feltételek
Egymastol fuggetlen megfigyelések
Az osszes ,elvart” gyakorisag nagyobb, mint 1 és maximum
20%-uk kisebb, mint 5.



,Korrelacios” t-proba (Pearson linearis regresszio)

Mire vagyok kivancsi
2 valtozo (linearisan) fligg-e egymastol
Valtozo tipusa
2 szamszer( valtozo (X és YY)
Feltételek
Egymastol fuggetlen megfigyelések (x és y parok)
Linearis 0sszefliggést feltételezink
x értékei mérési hiba nélkiliek
minden x értékre y-ok eloszlasa normalis
minden x értékre y-ok szorasa azonos
Megjegyzés:
2 értéket becslunk: a linearis meredekségét és tengelymetszetét
a meredekség a lényeges, ezt teszteljik



Relevans, de mégsem szignifikans

Okai lehetnek:
kicsi statisztikai erd:
kicsi elemszam (+klinikai problémdk: pénz, etikai kérdések)
nagy a valtozatossag a vizsgalt paraméterben, illetve alanyokban
kicsi erejii probat hasznalunk
(megsértjiik a proba feltételeit)

nem mériink elég precizen Tervezzunk elbre!!

mas hibak (lasd mindjart)

Pechiink volt (mintavételi hiba, véletlen)

-Kérdezze meg statisztikusat...
(© pl: https://www.youtube.com/watch?v=PbODigCZqlL.8 )




Mintabeli érték

N\

Populaciobeli (valodi) érték

Hibak
Torzitas (szisztémas hiba) (bias): Mintavételbol szarmazo
Kivélasztasi hiba (Selection bias) (,,véletlen) hiba

Informacids hiba (Information bias)
Osszemosé tényezd (Confounding bias) (elemszam novelésével csdkken)



Osszemosé (megzavard) hiba
(confounding)

rizikofaktor > kimenetel

Osszemoso
tényezo



Osszemoso hiba

rizikofaktor > kimenetel
Osszemosé/
tényezo
testmagassag > alvaszavar

N7

Leggyakoribbak: nem, életkor — mindig gondoljunk r4!



Kivalasztasi, Informacios hiba

Kivalasztasi hiba:
Kiilonbség van a felmérésbe bevalasztottak és nem bevalasztottak vagy a
bevalasztottak csoportba soroldsa kozott (egy kimenetelt befolyasolo
paraméter tekintetében)
tipikus hibdk: €letkor, nem eltérd a csoportokban
alappopolacio eltéro
utankovetés eltéro

Informacios hiba:
Téves az alanyoktdl kapott, alanyokrdl gyujtott informacio (, amely
befolyasolja a kimenetelt)
tipikus hibdk: visszaemlékezés rossz
elfogddottsag



EllenOrzo kéerdések

Mit jelent a szisztémas €s a véletlen hiba?

Mit jelent, ha egy becslés torzitatlan?

Mit jelent, ha egy becslés hatidsos?

Mit jelent, ha egy becslés konzisztens?

Definiald a konfidencia intervallumot!

Mi a hipotézisvizsgalatok célja?

Milyen a hipotézisvizsgalatok ,,j6 kérdése”?

Milyen a hipotézisvizsgalatok ,,j6 hipotézise™:

Mit jelent a szignifikancia szint?

Mit jelent az, hogy egy hatas, kiilonbség... relevans?
Definiald az elsofaju hibat!

Definiald a masodfaju hibat!

Fogalmazd meg a hipotézisvizsgalat p-értékének jelentését.
Mit jelent a konfounding (6sszemosd) hiba?

Mit jelent az informacios €s kivalasztasi torzitas?



