
A legutóbbi előadást a valószínűség fogalmával fejeztük 
be, illetve azzal, hogy ehhez mennyiséget rendelhetünk.
Az események valószínűségeinek mennyiségi leírását a 
Kolmogorov axiómák segítségével tehetjük meg. Az 
alábbiakban ezeket az axiómákat írom le (kissé 
egyszerűsített formában).
1. Egy esemény valószínűsége 0 és 1 közötti érték.
2. a) A biztos esemény valószínűsége 1 (a páciens előbb-

utóbb meghal – mint tudjuk az élet egy szexuális úton 
fertőző halálos betegség ).
2. b) A lehetetlen esemény valószínűsége 0 (a páciens 

teljesen egészséges – mint tudjuk nincs egészséges 
ember, csak rosszul kivizsgált beteg ). 
3. Annak a valószínűsége, hogy A vagy B esemény 
bekövetkezik, ha A és B események egymást kölcsönösen 

kizáróak egyenlő az egyik esemény valószínűségének és a 
másik esemény valószínűségének az összegével (annak a 

valószínűsége, hogy következő páciensünk egy férfi lesz 

vagy egy terhes = annak a valószínűsége, hogy férfi lesz a 

következő páciensünk + annak a valószínűsége, hogy egy terhes 

lesz a következő páciensünk).

Ezekből az axiómákból számos egyéb összefüggés levezethető, 
amelyek közül most egyet emelnék ki.
+4. Annak a valószínűsége, hogy A és B esemény is 
bekövetkezik, ha A és B események egymástól független 
események egyenlő az A esemény valószínűségének és a B
esemény valószínűségének szorzatával (annak a valószínűsége, 

hogy az első páciensünk férfi és a rákövetkező nő lesz = annak a 

valószínűsége, hogy férfi lesz a következő páciensünk*annak a 

valószínűsége, hogy a rákövetkező páciensünk nő lesz).

Megjegyzendő, hogy ezek a megállapítások (2-4) „fordítva” is 
igazak. Például ha P(AésB)=P(A)*P(B), akkor A és B események 
egymástól függetlenek.

Az előző előadást ezzel a példával fejeztük be. Vizsgáljuk 
meg csak a következő két állítást: Linda bankpénztáros, 
illetve Linda bankpénztáros és feminista. Az előadás során 
többetek előrébb sorolta azt, hogy Linda bankpénztáros és 
feminista, mint azt, hogy Linda bankpénztáros. Pedig 
ismerve az előző dián is leírt független események 
valószínűségének együttes előfordulási valószínűségét, 
beláthatjuk, hogy egy esemény valószínűsége mindig 
legalább ugyanakkora, mint ugyanezen esemény és egy 
másik esemény együttes előfordulásának valószínűsége... 
(De úgy is mondhatjuk, hogy a bankpénztáros és feminista 
halmaz részhalmaza a bankpénztáros halmaznak)



A következőkben a feltételes valószínűséggel kapcsolatos számításokat 
mutatok be. A fent látható összefüggés az úgynevezett Bayes tétel 
egyszerűsített, de általános formája 2 esemény valószínűségére 
vonatkoztatva. Ezt szoktuk a feltételes valószínűségek „szorzási 
szabályának” is hívni. Először 2 speciális esetben vizsgáljuk meg ezt a 2 
összefüggést.

Egyik speciális esete a feltételes valószínűségek szorzási szabályának, 
ha független eseményekre vonatkoztatjuk, például a kérdésünk az, hogy 
mekkora a valószínűsége annak, hogy a rendelőnkben a második páciens 
férfi, ha az első nő volt.
Mint az látjuk ebben az esetben a feltétel valószínűségének nincs hatása 
az eseményünk valószínűségére.
Ugyanez a helyzet érme feldobásnál, kockadobásnál, stb. – az előző 
eseményeknek nincs hatása az utána jövő esemény valószínűségére 
(független tőle)

Másik speciális eset, ha az A esemény részhalmaza B események. 
Példa: 
Számolási példa:

Annak a valószínsége, hogy páciensünknek vírusos fertőzése van: 

P(B)=8%

Annak a valószínűsége, hogy páciensünknek influenza fertőzése van: 

P(A)=2%

annak a valószínűsége, hogy a páciensünknek influenza fertőzése van HA 

ismert, hogy fertőzése vírusos eredetű: P(A|B) = 2% / 8 %  = 25%.

Jól látható, hogy a vírusfertőzés megállapításával erősen nőtt az 
influenzafertőzés valószínűsége.

Mint említettük, a statisztika végtelen tömegjelenségek 
leírója. Ez azt jelenti, hogy a jelenségek vizsgálata során 
sok, akár végtelensok mérést is végezhetünk. Ezen 
elméletileg lehetséges összes mérés kimeneteleinek, 
eredményeinek összefoglaló halmazát nevezzük 
alapsokaságnak (populációnak). Elméletben a statisztikai 
változó teljes megismeréséhez ezt a végtelensok mérést el 
kellene végeznünk, de erre nyilvánvalóan nincs 
lehetőségünk.

Ezért az alapsokaságnak csak egy részhalmazát 
vizsgáljuk, amit mintának nevezünk. A minta tehát az 
alapsokaság részhalmaza, amelynek alapja a véletlen

kiválasztás.

A létrehozott mintán méréseket végzünk, a keletkező 
mérési eredmények (kimenetelek) halmazát szintén 
mintának nevezzük. (Magyarán: kevésbé precíz 
fogalmazással pl. az évfolyam mint alapsokaság egyik 

csoportjának tagjait tekinthetjük az évfolyamból vett mintának; 
precízebben fogalmazva az évfolyam hallgatóinak 
vércsoportadatai jelenthetnek alapsokaságot, míg az egyik 
csoport tagjainak vércsoportadatai egy lehetséges mintát.) 

A mintát jellemezhetjük grafikusan és számszerűen, ahogyan azt 

megtanultuk az előzőekben. A minta így megállapított 
tulajdonságait extrapolálhatjuk, azaz kiterjeszthetjük az 
alapsokaságra. Az előbbi példánál maradva: amilyen arányban a 
mintában előfordulnak az egyes vércsoportok, kb. olyasmit 
várunk el az egész alapsokaságtól is. Mivel a minta összeállítása 
véletlenszerűen történik, nem biztos, hogy tökéletesen 
reprezentálja az alapsokaságot, a különböző értékek 
alapsokaságon belüli előfordulási arányát. Így a minta alapján 
levont következtetésekhez mindig társul valamekkora 

bizonytalanság.

Milyen mennyiség ez a bizonytalanság? Hogyan definiálhatjuk?

2 mennyiséget szoktunk használni erre: valószínűség (P) és hiba 
(H)



Tehát a következtető statisztikában becsléseket végzünk, 
ezeket elemezzük.
Például a populációban egy adott változó kimenetel 
valószínűségét a minta relatív gyakoriságával becsüljük. A 
változó várható értékét a minta átlagával, a varianciát 
(másnéven szórásnégyzetet) a mintabeli (úgynevezett 
tapasztalati) szórásnégyzettel becsüljük.  Két sokaság 
átlagának különbsége becsülhető a mintaátlagok 
különbségével (pl. hátosos-e a gyógyszer – eltérő átlagok).

Várható érték, szórás, két populáció várható értékének 
különbsége – a gyógyszer hatásosság mértéke mind 
becsült paraméterek. Kérdés mekkora hibával tehetjük ezt 
meg? Képzeljük el, hogy az adott valódi értéket több 
mintából becsüljük  - a minták a sokaságból véletlen 
mintavétellel származnak. A valódi érték és a becslés 
közötti eltérés a hiba.

A hibát 2 „tényezőre bontható”: a véletlen hibára és a 
szisztematikus hibára.  A véletlen hibát a becslések 
szóródása, amíg a szisztematikus hibát a becslések 
„közepének” és a becsült értéknek az eltérése jellemzi.

Ezeket figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy a becslés jó, 
ha: 
1. Torzítatlan – azaz a becslések várható értéke a valódi 

érték, 
2. Hatásos – azaz a becslések változékonysága a lehető 

legkisebb
3. + Konzisztens - azaz az elemszám (amiből az egyes 

becsléseket készítjük) növelésével csökken a 
becslések változékonysága

(4. nem beszélünk róla…)



De hiszen nekünk 1 mintánk van és a valódi értéket sem 
ismerjük.
A hiba azonban ekkor is BECSÜLHETŐ, de (általában) 
csak a mintavételi hiba. Az adott becslés (pl. átlag, szórás, 
stb.) szórását hívják standard hibának, amely tehát a 
mintából becsülhető.

Nézzük meg, hogyan is lehetséges ez a becslés, példaként 
használjuk az átlagot. Az átlag(ok) szórását tehát az átlag 
standard hibájának, röviden standard hibának nevezzük, 
SEM-nek rövidítjük.
A hiba becsléséhez emlékezzünk vissza a centrális 
határeloszlás tételére (CLT: central limit theorem).

A CLT alapján 2 következtetést vonhatunk le:
1. Az átlag standard hibája (az átlagok szórása): a minta 

varaianciájának n-ed részének négyzetgyöke
2. Megadható egy olyan tartomány, amely az átlagot 

adott „bizonyossággal” (kb. valószínűséggel) 
tartalmazza: ezt hívjuk konfidencia intervallumnak. Az 
adott valószínűséget nevezzük konfidencia szintnek.

Ismerve, hogy az átlagok normális eloszlást követnek, 
megadható, hogy a 95%-a az átlagoknak az átlag+-2*SEM 
tartományban vannak.

Nem csak az átlagra, hanem szórásra, átlagok 
különbségére… is becsülhető standard hiba, és az 
eloszlásuk ismeretében megadható konfidencia intervallum 
is. (Tehát megadható, hogy az adott becsült érték egy 
adott bizonyossággal milyen tartományban van.)

A statisztikai fegyvertárban egy igen gyakran használt 
eszköz a statisztikai próbák. Ennek célja, hogy választ 
adjon (döntést hozzunk) egy eldöntendő kérdésről – pl: 
„hatásos –e” a gyógyszer.
Ebben a részben a legtöbb információ rajta van a dián, így 
ide igyekszem nem mind megismételni.
Az igen/nem kérdésre egy válaszunk, állításunk van, 
amelyet megpróbálunk bizonyítani.
A matematikában a bizonyításnak két módja van: direkt és 
indirekt bizonyítás.



A hipotézisvizsgálatok során indirekt bizonyítást végzünk. 
Nézzünk meg néhány elméleti kísérletet.

Falszifikáció: elmélet megcáfolása
Verifikáció: elmélet alátámasztása

A matematikában a cáfolat egyértlemű – egy elem 
megcáfolja – de a statisztikában nem ez a helyzet: itt egy 
elem csak a cáfolat valószínűségét (bizonyíték mértékét) 
csökkentheti.

A jó kérdés….



A jó hipotézis. Tehát rendelkezünk egy kérdéssel és rá válaszként 2 
hipotézissel.
A „bizonyítás” során a fontos a H0 hipotézis: ha a H0 igaz 
a valóságban, akkor a mintából számolt - tapasztalt –
eltérés csak a mintavétel miatt (mert nem mérünk 
mindenkit, csak egy mintát) lehet.  Tehát a minta a H0 
elleni „bizonyíték mértéke”.
Végül ez alapján kell döntést hoznunk.  

De milyen is lehet ez a döntés? Erről szól az oldal alján 
levő táblázat. A (nem ismert) valóságban a H0 lehet igaz, 
vagy hamis, a mi döntésünk pedig lehet H0 elvetése, vagy 
megtartása. Ha megtartjuk az igaz H0-t, vagy elvetjük a 
hamis H0-t, akkor helyes döntést hoztunk. Ez utóbbi 
valószínűségét szokták statisztikai erőnek nevezni és 1-
bétával jelölni. (Ezt – kissé pongyolán, de - úgy is 
megfogalmazhatjuk, hogy mekkora a valószínűsége, hogy 
„kimutatjuk a hatást”, ha az létezik.)
Ha elvetjük az igaz H0-t, vagy megtartjuk a hamis H0-t, 
akkor hibás döntést hozunk. Az előbbit első fajú (vagy 
fajta) hibának, az utóbbit másodfajú hibának nevezzük. Az 
első fajú hiba valószínűségét alfával, míg a másodfajút 
bétával jelöljük.

A következőkben egy hipotézisvizsgálat gondolatmenetét 
követjük nyomon egy fiktív példában.



A szignifikancia szintet úgy tekinthetjük, mint egy határt a 
döntésünkhöz – mikor tekintjük a mintánkat „elég 
bizonyítéknak” a H0 ellen. 
A korrekt eljárás, ha a szignifikanciaszintet még a vizsgálat 
előtt (az adatok ismerete nélkül) rögzítjük.

A statisztika nevezéktanában a releváns szó azt fejezi ki, 
hogy a hatás számomra (klinikailag) lényeges.
A hogyan számoljak?-ra a válasz a céltól (mit is akarok 
öszehasonlítani: eloszlást, átlagot, szórást…), a változók 
típusától (mérési skálájától), és néhány a későbbiekben 
tárgyalt feltételtől függ.

… …



A következőkben néhány, gyakran (a gyakorlaton is) 
használt hipotézisvizsgálatot mutatok be: a cél, a változók 
mérési skálája (típusa) és a használhatósági feltételek
feltüntetésével.

CLT: central limit theorem – centrális határeloszlás tétele

A párosított t-próba matematikailag megegyezik az 
egymintás t-próbával, de itt az adathalmazt a párok 
különbsége jelenti.

… …



… …

A kutató orvos, fogorvos (szakdolgozatíró) gyakran olyan 
problémával találja szemben magát, hogy a vizsgált hatás 
a minta alapján lényegesnek mutatkozik (releváns), a
statisztikai próbával mégsem sikerült elvetni a H0-t (nem 
szignifikáns). Mi lehet az ok, ha feltételezzük, hogy a 
valóságban megvan ez a hatás???
Ezeket soroltam fel az ábrán.
Látható, hogy ez a probléma úgy kerülhető el, ha előre 
tervezünk!

Az esetszám kérdés általában nem egyszerű, de erről egy 
videót is meg lehet tekinteni alább:
Esetszám vicces videó: 
https://www.youtube.com/watch?v=Hz1fyhVOjr4

Az eddigiekben a mintavételből származó hibáról, hiba 
becsléséről esett szó. Azonban a mintabeli érték és a 
valódi érték eltérését a szisztematikus hiba – a torzítások –
is okozhatják.
A torzításoknak 3 típusát szoktuk megkülönböztetni: 
(sajnos a magyar nyelveben nem született egységes 
nevezéktan, így gyakran az angol szavakat használják, 
ezért tüntettem én is fel)
1. Összemosó, megzavaró hiba, confounding
2. Kiválasztási hiba, torzítás
3. Információs hiba, torzítás



Röviden összemosó (megzavaró) hibáról, confoundingrül
akkor beszélünk, ha egy kimeneti változóban megjelenő 
hatást egy adott rizikóváltozó hatásának tekintjük, pedig 
nem az.

Jobban érthető ez egy példán keresztül: egy vizsgálatban 
azt tapasztaltuk, hogy a nagyobb testmagasság 
gyakrabban jár alvászavarral – ezt úgy magyarázhatnánk, 
hogy a magasság hat az alvászavarra (rövid az ágy, a 
takaró, ezen emberek görbébben alszanak… ötleteink 
támadhatnak.)
Azonban az alvászavar valójában nem függ a 
testmagasságtól: a férfiaknál gyakoribb az alvászavar és 
ők magasabbak is! Ha külön-külön vizsgálnánk a férfiakat 
és nőket, akkor már nem látnánk a testmagasság hatását.
Az összemosó tényező miatt a mért (első ránézésre úgy 
tűnő) hatás nagyobbnak, de akár kisebbnek is látszhatnak
a valóságosnál.
Confounding az lehet, amely egyaránt „hat” a rizikófaktorra 
és kimenetre is.
Leggyakoribb megzavarók: nem, életkor – erre mindig 
gondoljunk!!!!!!!!!!

Kiválsztási hiba:
Tudva, hogy a nem befolyásolja az alvázavart, az új 
gyógyszert kapók, illetve a placebót kapó csoportok között 
eltérő a nők aránya
Utánkövetés megszűnése – IV droghasználóknál vagy 
homoszexuálisoknál gyakoribb az AIDS: akik AIDS-esek 
lesznek, gyakrabban „kilépnek” az utánkövetésből, mint 
akik nem kapnak AIDS-t, valamint az IDU használók is 
gyakrabban „eltűnnek”, mint homoszexuálisok
Alappopuláció más: csonttörés nőknél és táplálkozás 
összefüggése: csonttörötteket trauma osztályról választjuk, 
kontrollt az adott kórház belgyógyászatáról (De a 
belgyógyászaton levőknek más betegsége is van! Pl. 
diabetes gyakoribb!!)

Információs hiba:
Visszaemlékezés: azok a szülők, akiknek a gyermeke 
daganatos, jobban visszaemlékeznek gyermekük korábbi 
fertőzéses megbetegedéseire, mint azok, akiknek 

gyermeke egészséges.
Elfogódottság: a gyermekeket, időseket, bizonyos populációkat 
jobban megvizsgáljuk, mint nem ilyeneket.

További:
Catalogue of Bias Collaboration, Spencer EA, Brassey J, Mahtani
K., 2017. https://catalogofbias.org/



A kérdéseket önellenőrzésnek szánjuk. A kérdések megválaszolhatók az előadáson
elhangzottak, a gyakorlatvezetővel folytatott konzultációk, illetve saját utánaolvasás
segítségével. 


