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Az el6adas témdja

- Abecslés célja, tipusai és folyamata
- minta és alapsokasdg mas néven populcié
- pontbecslés és intervallumbecslés
- minta, becslés, becsiilt és becsl6 érték
- Standard hiba (SE) megértése
- Konfidenciaintervallum (CI) megértése
- konfidenciaintervallumok helyes értelmezése
- konfidenciaintervallumok helyes feltiintetése
- Megtanulni egyes paraméterek becslését:
- Va|észinﬁ5ég (r(‘jv.: valség) mads néven alapsokaséagbeli ardny
- varhat6 érték mas néven alapsokasagbeli stlag
- elméleti variancia (mas néven szérésnégyzet) és elméleti széras
- R Commander-figgvények hasznélata becsléshez

A becslés célja

Alapsokasag:
a kérdésfelvetésnek megfelel6 6sszes
lehetséges megfigyelés (sokszor végtelennek

elem(i) halmaza. Minden vizsgélatunk erre a
halmazra iranyul. /7

10 87 65 4321012345sfefs s w0

Eloszlasfliggvények (CDF, PDF, PMF)

ordx

Paraméterek (y, 0% o..

Egyes Valdsziniiségek

Pl.: - testmagassag cm-ben
- szemszin
- terhességek szama
- sugarkarosodas foka De hogyan hatarozhatjuk meg ezeket?

A becslés célja

De hogyan hatarozhatjuk meg ezeket?

i %Ida érmefeldN >
Modellalkotas Kisérlet,

(pusztan elméleti megfontolasok) megfigyelés

P(fej) =1/2 & P(iras)=1/2

Ez azt jelenti, hogy az érmét ténylegesen
feldobjuk, de persze nem végezhetjik el az

két elemi esemény, melyek
Osszes lehetséges megfigyelést, mert:

azonos valségliek (= feltessziik,

hogy az érme szabalyos) és - eleve lehetetlen (végtelen szamu ismétlés)
egyetemesek - nem célszer( (pl. torésteszt)

Kkdvetkeztetéseink csak - sokba kertl (id6be, pénzbe...)

annyira lehetnek igazak,
mint a feltételezéseink 3
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A becslés folyamata

- eloszlas - eloszlés
- paraméterek Minta: X

p - paraméterek
Az alapsokasag mérete (végtelennek vessziik)

nem teszi lehetévé, hogy
minden elemét megfigyeljik:

Alapsokasag:

Mintavétel
VELETLEN!
AAES
Emiatt az alapsokasagnak csak egy

iszonylag kis ré 24t Vi
Ezt nevezziik mintdnak.

- MATEK
BIZONYTALANSAG! @

K“VETKEZTETE‘S Megvizsgéljuk a mintaelemeket,
A minta jellemzéit felhasznalhatjuk majd az igy keletkez6 adathalmazt
az alapsokaséagra vonatkozé b (melyet szintén minténak neveziink)
kovetkeztetések levondsara ényekkel és szamokkal jell

fogjuk fiigg és

Mintavétel: hibalehet6ségek

Milyen a jé minta?

A minta eloszldsa megfelel az alapsokasag eloszlasaval, vagyis a kilonféle véltozd értékek azonos
aranyban vannak reprezentdlva a mintaban és az alapsokasagban (reprezentativitas)

Tipikus mintavételi startégiak:

« egyszerli véletlen mintavétel: az alapsokasag valamennyi eleme kozul véletlenszer(ien

(azonos bekertlési valdszinliséggel) vélasztjuk ki a mintaelemeket

* rétegzett mintavétel: az alapsokasagot bizonyos tulajdonsagok (pl. nem, korcsoport)

mentén rétegekre osztjuk, majd ezekbdl ardnyosan valogatunk be veletlenil elemeket

Néhany gyakori probléma:

* mintavétel kérének hibas megvalasztasa
* pl. meg szeretném ismerni a taplalkozasi szokdsokat Magyarorszagon, de csak
egyetemistdkat vizsgdlok
* Onkéntesség okozta hiba
* Onkéntes részvétel esetén a motivaltabbaktdl kapunk adatokat (pl. nagyon
elégedetlenek)
« valaszmegtagadas okozta hiba
« akkor okozhat problémdt, ha a vélaszt megtagadok halmaza a vizsgélt
valtozéra nézve eltér a valaszolni hajlanddk halmazatol

Becslések tipusai

Az emberek hany szézaléka tartozik az Rh+ vércsoportba?
Nem vizsgdlhatunk meg minden embert.

Vegyik az emberek egy részhalmazat (minta) és

/ vizsgéljuk meg ezek elemeit. \
Pontbecslés: ‘ Intervallumbecslés:

83%—87%

kb.
85% \ kozott
Mennyire bizhatunk meg ?5%-95 )
ebben a szdmban? megbizhatdsdggal
csak egyetlen Fogalmunk sincs!
tartomany

érték, melyet . A artomany
becsld értéknek A bizalom szintje, melyet ebbe (becsl8 érték és hiba)

a tartomdnyba vethetlink, 2 epinlicd
neveziink o yoa vethety /'ﬁvaloszmuse%
kifejezve egy valészin(iséggel

Pontbecslés

Elméleti (alapsokasagot jellemzd) értékek: Becsl6 (mintabdl szamolt) értékek:

,CEL” : ,LOVES”

7/23/21



Pontbecslés

Elméleti (alapsokasagot jellemzg) értékek: Becsl6 (mintabdl szamolt) értékek:
,CEL” : ,LOVES”

- valség vagy arany
(p = probability)

varhato érték, ,,az alapsokasag atlaga”
(E(€) = expected value vagy u [m])

elméleti variancia : a
(Var(§) = variance vagy o? [szigma négyzet]) .

elméleti széras
(SD(€) = standard deviation vagy o [szigma])

Pontbecslés

Elméleti (alapsokasagot jellemzd) értékek:

Becsl6 (mintabdl szamolt) értékek:

,CEL” : ,LOVES”
- valség vagy arany . - relativ gyakorisag
(p = probability) . (6 [p kalap])

vérhato érték, ,az alapsokasag atlaga”

- - minta atlaga
(E(€) = expected value vagy u [mu])

(X [x vonas])

elméleti variancia : . - s
N . 3 : - minta korrigalt variancidja
(Var(€) = variance vagy o? [szigma négyzet]) . (s?)

elméleti széras
(SD(€) = standard deviation vagy o [szigmal])

- minta korrigalt szérasa
(s, SD = standard deviation)

Pontbecslés

1. feladat: Meg szeretnénk becstilni a kékszem(iek aranyat, valamint a testmagassag
vérhato értékét, elméleti variancidjat és elméleti szorasat a SOTE-s gdlyak (elsGéves
hallgatdk) korében.

Egy 15-elem(i mintat vettlink (lasd a tablazatot). Hasznaljuk az Excel-t az elméleti
paramterek pontbecslésére! (lasd 1. év Biofizika tantargy) Adattabla: Stat21_04_adat1.xIsx

. N megfigyeles._| magassag
p(kék szem) = § =4/15 = 0.2667 = 26,67% itoja | szemszin | _cm
1 barna 163
. 2 barna 153
u(testmagassag) = X =ATLAG(adat) = 170 cm 3 zo0ld 152
4 barna 158
5 egyeb 167
o?(testmagassag) = s2 =VAR.M(adat) = 107,5 cm? 3 kek 184
7 kek 165
. 8 barna 184
o(testmagassag) = s =SZOR.M(adat) = 10,4 cm 9 kek 175
10 barna 167
11 zold 178
12 egyeb 168
13 barna 173
14 kek 178
15 egyeb 180

10

Pontbecslés

EEETET ivrik Modellek Eloszlisok Eszkozok Sigs

Hasznaljuk az R Commander-t

. . Loz Osszegzések FlAktiv adattabla
O Osszeqzések |
az elméleti paramterek pontbecslésére! e i e S S

Vérhatd értékek tesztelése  » [SERTTEITIRTSTEIR

. A Ardnyok tesztelése * Hidnyz6 megfigyelések szama
kék szem) = p = 26,67% o - — I
ol )=p =26, Variancidk tesztelése »|@sszegzés két faktor szerinti bontssban...
Nemparaméteres tesztek *|Korrelaciés matrix...
Tobbdimenziés analizis *|Korrelaciés egyitthato tesztelése...
Modellek becslése *|Normalités tesztelése...

Normalitas! transzformacié...

e0e N\ Gyakoriségi eloszlisok

Véltozék (valasszon dhyet vagy tobbet)

Khi-négyzet probaflleszkedésvizsgalatra (csak egy valtozora)

@ sigo 4 Alaphelyzet |[ @ Alkaimaz || ¢ Mégse | | & oK
counts:
szemszin
barna egyeb kgk zold
6 3 2
percentages:
szemszin
barna egyeb zold
40.00 20.00' 3.33
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Pontbecslés

u(testmagassag) = x =170 cm

Kontingenciatablak
07,5 cm? Vérhatd értékek tesztelése
Aranyok tesztelése
Varlanciak tesztelése
o(testmagassag) = sf£ 10,4 cm Nemparaméteres tesztek
Tobbdimenziés analizis
Modellek becslése

o%(testmagasség) = s2

Abrak Modellek Eloszldsok Eszkdzok Sigd

Aktiv adattabla

R umerikus valozik osszegise.

* Gyakorisagi eloszlasok...

” Hianyz6 megfigyelések szama

» Gsszegzés két faktor szerinti bontasban. ..
* Korrelaciés matrix...

” Korrelaciés egy(tthatd tesztelése...

* Normalitds tesztelése...

eoce Mumeriss iltuzék Seszegzise Normalitési transzformacis...

Adatok _ Elemzések Y N Numerikus vltozok Ssszegzése
Viltozék (vélasszon eg
Adatok  Elemzések

megfigyeles_azonositojg ) Narhots &K 9 Seords
Az tiag standard hibija V! Interkvartilis terjedelem
Relativ széras Osztalykozos gyakorisagl sor
Ferdeség 1. tipust
Csiicsossdg ® IL. tipust

111 tipusis
b fophelyzet @A ¥ Kvantilisek: 0, .25, .5, .75, 1

@ sigs % Alaphelyzet # Alkalmaz % Mégse o oK

" sd\IQR 0% 25% 50% 75% 100% n
69.6667A10.36937) 14 152 164 168 178 184 15

1
12

A becslés hibaja

- A megismételt becslések egy sor becsl6 értéket eredményeznek, amelyek
kilonboznek egymastdl a mintavétel véletlenszeriisége miatt (véletlen hiba)

- Tehdt a becsl6 érték maga is egy véletlen valtozd, melynek van elméleti eloszlasa,

varhato értéke, elméleti szdrasa stb.
- Abecsl6 érték elméleti szorasat standard hibanak (standard error, SE) nevezzik

A kovetkezd didkon megtanuljuk, hogyan lehet meghatarozni
az alabbi két becsl6 érték standard hibajat:

Atlagok elméleti eloszlasa:
Student-féle t-eloszlas (df =n-1)

Aranyok elméleti eloszlasa:
Binomidlis eloszlas

(Kiegészités: Ardny standard hibdja)

1. példa: Meg szeretnénk becstilni a kékszem( hallgatok aranyat a gdlyak mint alapsokasag
kozott. Egy n = 15 elem( mintat veszliink, melyben a kék szemek szama k = 4-nek adddik.
Marmegtanultuk, hogy az alapsokasagon bellli arany (azaz valség, p) becsl6 értéke a relativ
gyakorisag (p = k/n), mely esetiinkben 4/15 = 0,2667 . Mekkora a becslés hibdja?
25%

Tegylik fel, hogy a becsdlt érték
megegyezik a becsl6 értékkel: 20% —
p = 4/15. Szémitogépes

. e 7 . 15%
szimuldciot hasznalva vegylink
800 ilyen mintat és készitsink 10%
relativ gyakorisagi hisztogramot
a kékszemtiek mintankénti k
szamabol (kék oszlopok). Ez elég
jol kozeliti a megfelels elméleti 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
eloszlast: a binomialis eloszlast
(fekete vonalrajz).

5%

il
[

14

(Kiegészités: Arany standard hibdja)

Az itt megadott képletekkel szamoljuk ki ezen binomidlis eloszlas paramétereit (u, 02 és o).

25%
. P L
Sikerek szamanak
varhato értéke: 15%
u=np=4 <
10%
Sikerek szamanak 5%
elméleti variancidja:
2 — — = - 0%
0% =np(1-p) = 44/15 = 2,933 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
k

Sikerek szamanak
elméleti szérasa:

sD= 1mp(l—p)=1,713 .
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(Kiegészités: Arany standard hibdja)

Mivel ardnyokat becsliink, ezért a k valtozét k/n arannyd kell alakitanunk, vagyis a vizszintes
tengelyt at kell skalaznunk n-nel valé osztassal.

Ugyanezt kell tenniink a
binomialis eloszlas y és o
paramétereivel is.

25%

20%
Sikerek aranyanak

vérhato értéke: o
u=p=4/15 El10%
5%
0%
Sikerek aranyanak : PR SSEAS P

elméleti szorasa = az arany standard hibaja:

SE= Vnp(l—p) _ p(l—p) =0.1142

n n

(Kiegészités: Arany standard hibdja)

Mekkora az n-elemi mintdbdl szamolhaté
aranyok lehet6 legmagasabb standard hibdja?

005 A p(1-p) szorzat akkor maximalis, ha

000 p=1-p=0,5. Ez esetben p(1-p) = 0,25 igy a SE :
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0,5(1-0,5) [0.25 1

aranyok elméleti eloszlasa:
" max (SE, )= | =22

) binomialis eloszla_s n n Jan
(mintaméretre normalizalva)

Ha egy tanulmany ugyanazon mintabdl (vagy
azonos elemszamu mintdkbdl) becsiilt tobb
valséget is tartalmaz, akkor gyakran csak a
1 maximalis standard hibat adjak meg a fenti
\/E képlet segitségével.

max (SEM,W ) =

Pl. egy n = 100-elem{ mintdbdl szdmolt arany
esetén a SE legfeljebb 0,05 lehet. v

(Kiegészités: Ardny standard hibdja)

2. feladat: Mi a sarldsejtes anémia (SC) génhordozéinak prevalencidja

(népességen beliili ardnya) és a becslés standard hibaja Nigériaban, ha 172 vizsgalt
emberbdl 43 hordozta a betegség génjét?

Hordozdk mintabeli aranya: g (SC) = k(SC)/n = 43/172 = 0,25 . A hiba az imént tanult

képlettel _ S1— 5 (1=
szmolhaté:  SE, ., = \/”(1 r)_ \/”(1 p) _ JO’ZS (1-0.25) -0,033=3,3%
: n n 172 I

3. feladat: Szeretnénk egy vizsgalatban megbecsiilni egyes krénikus betegségek budapesti
prevalenciajat. Milyen mintaméretet javasolnal, ha nem akarjuk, hogy a becslés hibaja az
1%-ot meghaladja?

Mivel konkrét valséget vagy aranyt nem ismerink, a ,legrosszab esetnek” 1
tekinthetd 0,5-0s valséggel kell szamolnunk, melynek adott mintaméret SE,,,M. = f
esetén a legnagyobb a standard hibaje 1 1 4n

=2500

A képletet atrendezve kapjuk n-t: n= 7= )
4(SEarcinv) 40’01
Vagyis egy 2500-as mintaelemszam garantalja, hogy egy esetleges 0,5-0s prevalencia
becslési hibaja sem haladja meg az 1%-ot. (A < jel azt jelenti, hgoy 0,5 alatti vagy feletti
prevalenciak esetén kisebb mintdk is elégségesek lennének az SE 1% alatt tartasara.) 13

Atlag standard hibdja

2. példa: Meg szeretnénk becsulni a golyak testmagassagat. Vettiink egy n = 15 hallgatébdl
4ll6 mintat, melybdl az atlag x = 170 cm-nek, korrigalt széras s = 10 cm-nek adddott.
Szamitdgépes szimulacidval allitsuk el6 az adateloszlast és a mintaatlagok eloszlasat n = 15-
elemd mintdkra.

Kétszaz mintavétel (Gsszesen
3000 elem) szimulalasa
tisztan mutatja, hogy az
atlagok eloszlasa Iényegesen
,keskenyebb”, mint az
adatoké. De mennyivel?

adatok atlagok eloszlasa:
x=170,01 cm x=170,01cm
SD =9,947 cm sz6rds = 2,507 cm
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Atlag standard hibdja

Ha az adatok szérasat osztjuk a mintaelemszam (n) gyokével, megkapjuk az atlagok
sz6rasat. Ez utébbit nevezziik az dtlag standard hibajanak (SEz.). Az atlagok eloszldsa
(legaldbbis kozelitSleg) normalis a centralis hatareloszlas tétele miatt.

0.00
SEa’flag =
“adato atlagok eloszlasa:
Xx=170,01cm x=170,01cm
SD =9,947 cm SD/n%5 = 9,947 cm/3,872 = 2,568 ~ SEstiag = 2,507 cm 20

Atlag standard hibdja

Azonban az atlag hibajat (SEsuag) tobbnyire a minta szérasabol szdmoljuk,
igy eloszlasa n—1 szabadsagi foku (degrees of freedom, df) Student t-
eloszlas lesz. Ez az eloszlas nagy df esetén hasonlit a normalis eloszlashoz,
kis df esetén azonban jelent&sen ,nehezebbek” a szélei (leptokurtotikus).

SE,

Hem u->%=170,01cm
o> SE=2,507 cm
df=n-1=14

William s. Gosset
1876-1937
“Student”

o K
allag=s;=ﬁzﬁ

Elméleti modell: t-eloszlas

21

Atlag standard hibdja

4. feladat: Meg szeretnénk becstilni a banan dtlagos tomegét (varhatd értékét). Lemértiink
Ot banant, az eredmények: 134 g, 152 g, 158 g, 141 g, 170 g. Add meg a becslés hibajat.
n=5

x=151g

SD=14,14g

SEa'ﬂag = 6:32 g

5. feladat: egy tudomanyos cikkben a kévetkez6 mondat szerepelt: “... a kisérletben
haszndlt patkdnyok dtlagtémege 420 g (SE = 20 g), mig dtlagos életkora 5 hénap volt ...” A
patkdnyok szamdrdl azonban nem tesznek emlitést. Mit gondolsz, hany patkanyt hasznal-
hattak, ha mashonnan tudjuk, hogy az ilyen koru patkanyok témegének szérasa kb. 40 g?
Az dtlag szdrdsa egyenld a valtozo szdérasa osztva a mintaelemszam gyokével. Rendezzik at
ezt a képletet n-re:

n=(SD/SE)?*=(40g/20g)?=22=4

Megjegyzés: Ez egy eléggé alacsony elemszdm egy vizsgalathoz, mely megmagyarazhatja,
hogy a szerz6k miért nem emlitették meg. Ez viszont az egész cikk hitelét megkérddjelezi...
22

Atlag standard hibdja

Abra’k Modellek Eloszlasok Eszkzok Siig

Osszegzésel

Aktiv adattabla

Kontingenciatablak ld Numerikus valtozok osszegzése...

Vérhato értékek tesztelése  » Gyakorisagi eloszlasok...
Arényok tesztelése » Hidnyz6 megfigyelések szama

Varianciak tesztelése

és két faktor szerinti

Nemparaméteres tesztek  » Korrelaciés matrix...

Tobbdimenziés analizis » Korrelacids egy(tthatd tesztelése...
Modellek becslése ” Normalitds tesztelése...
eoe \ Numerikus véltozok Gsszegzése Normalitsi transzformacio...
Adatok  Elemzések eoce \ Numerikus viltozék sszegzése

Vvl (vélasszon egyet va

Adatok  Elemzések

mac
megfigyeles_azonositoja ¥, Varhatd énék V! szérés
Bsszegzés csoportonként... Az il‘l'ag s(.ar.\dard hibdja v lmer‘kvamns mqedele‘m
Relativ szérds Osztalykszos gyakorisagl sor

Ferdeség 1. tipusis
Csiicsossag ® 11 tipusi
1L tipusi

¥ Kvantilisek: 0, .25, .5, .75, 1

@ sigs 4y Alaphely; oA

@ sigo % Alaphelyzet @ Alkalmaz K Mégse

ezt kell bejel6Ini az imént mar
mutatott R Commander fiiggvényben,
ha az atlag hibajat is fel akarjuk tiintetni.

23
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Intervallumbecslés

Az intervallum becslés soran a becsllt értékhez tartomanyt rendeliink (a becsl6 érték mint
valségi valtozd skaldjan egy alsd és egy fels6 hatart), melynek neve konfidenciaintervallum
(angolul confidence interval, jele: Cl) és ehhez egy valséget, melynek neve konfidenciaszint
(jele: 1-a), mely a becslési eljards megbizhatdsagat fejezi ki (konfidencia = megbizhatdsag).
A Cl létrehozasanak tipikus lépései:

- mintavétel

- pontbecslés kiszamitasa a mintaadatokbol

- pontbecslés valoszinliségi eloszlasanak meghatarozésa

- azeloszlas alapjan standard hiba szamitdsa (opcionalis)

- mindezek ismeretében egy tartomdany megadasa, ahol a becsiilt érték ,lehet”

25% 016

- valségbecslések o1 vérhat6érték-
elméleti a“ becslések
15% < 3 s
< eloszlasa Som elméleti és

szimuldlt
eloszlasa

xfem 24

Intervallumbecslés valségre

Mi a valsége, hogy egy véletlendl kivalasztott glyanak kék szeme van?

A Cl létrehozasanak lépései:

- mintavétel: n elem( mintaban k kék szemdi
- pontbecslés: py=k/n=...

- abecsl6 érték elIméleti eloszlasa: 5%

binomialis eloszlas valségbecslések

20% , .
eloszldsa és annak
- SE: 1% kozelitése
SE iy = o normalis eloszldssal
- amegfigyelt k értékek binomialis -
eloszlast kovetnek, melyet at kell 0%
skaldzunk k/n-re. Lehet ezzel az is v A G A QY
szamolni (Un. egzakt eljards) de maceras... kin

- konnyebb ehelyett a normalis eloszlassal vald
kozelitést hasznalni: Wald-intervallum (egyszerii és
elterjedt, de eléggé megbizhatatlan médszer) 25

Intervallumbecslés valségre

1. médszer: egzakt eljaras Bl SZUMHA

. P N ‘. - 0% 0.0095 |9| 0.9933

- szémold ki minden egyes kimenetel (k) valségét a becsiilt p 7% 0050 16 00134
felhasznalasaval, és rendezd Gket csokkend valség szerint ;8“;/0 01324 [4] 07510

. . 2 ol 0.2087 [2| 0.4364

- kezdd el ezeket 6sszeadogatni kezdve a legnagyobb valségvel, 2% 02277 Ta 02077
majd a masodik legvaldsziniibbel s.i.t. 33% [ oas21 [3[ 06185

o P .ol P an 40% 0.1104 |5| 0.8614

- haaz 6sszeg meghalad egy el6re kivalasztott limitet, allj meg 7% 0.0516 |7] 09650

- akimenetelek tartomanya, mely bekertilt a végsé 6sszegbe, lesz 53% | o018 [8] 09838

60% | 0.0053 [10] 0.9986

az egzakt Cl, maga a végsd Osszeg pedig a tényleges 67% | 00012 |11 0.9998
konfidenciaszint (1-a) 25% S 73% 12[_1.0000

13| 1.0000

& . 20% 14| 1.0000
3. pelda', ) , 15| 1.0000
- hasznaljuk az 1. példa 15% 16] 1.0000
adatait <

- lasd a kiszamolt téblazatot '™

és a grafikont, mely a 95% 5%
-os (valéjaban 96,5%-0s)
Cl-t mutatja: 7% - 47%

0%

k/n

Intervallumbecslés valségre

A kozelités n > 30 , o L , .
elemszam esetén  2- modszer: kdzelités normdlis eloszlassal (Wald A.)

miikodik ,jol”. / \_\ b

20% \
15% 68% CI '\
% 3% . Wald Abraham
2.35% " 1902-1950
: | | | '13.5%' : .0./15% " 95% Cl
=36 p-26 p—c P p+c p+2c pidc
A u * o kozotti tartomanyhoz kb. 68% valség tartozik. kin

Az igy definidlt becslési tartomany neve 68%-os konfidencia-

intervallum (Cl), a valségé pedig konfidenciaszint (1-a). k
A 3. példaban: 68% Cl = 15% — 38%. (lasd a jobb oldali abrat is) 68% CI ~ ;t
A u * 20 kozotti tartomanyhoz kb. 95% valség tartozik.

Ez a 95%-os konfidenciaintervallumnak felel meg, és igen gyakran

hasznaljak az élettudoményokban. Kis mintaknal ez a Cl akdr kiis 959 I =~ 512-
léghat a [0,1] tartomanybdl! —> széleit le kell nyesni. n

A 3. példaban: 95% Cl = 4% — 50%. (14sd a jobb oldali abrat és vé. az egzakt intervallummal.)
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(Kiegészités: Intervallumbecslés valségre)

6. feladat: Meg szeretnénk becsulni a Rhesus faktor prevalencidjat (alapsokasagon belili
aranyat) a budapesti lakossag korében. Véletlenszer(ien kivélasztottunk 42 embert, s
meghatdroztuk a vércsoportjukat: 35 volt Rh+.

a) Adj pontbecslést a Rhesus faktor prevalencijara.

p(Rh+) = § (Rh+) = k(Rh+)/n = 35/42 = 0,833

b) Add meg a 95%-os CI-t a Wald-intervallum eljarassal.

Szamoljuk ki a SE-t:

SE =

7) =0,00331
42

A 95%-0s Cl kb. j (Rh+) + 2SE kézétt van, azaz 0,833 + 0,006 vagy 0,826 — 0,839 .

7. feladat: add meg a 95%-os konfidenciaintervallumot a kék szemszin prevalencidjara a
golyak kozt, ha egy 10 hallgatobdl 4llé mintaban kett6nek volt kék a szeme.

Az ismert képlettel szamolva: g (Rh+) = 0,200 és SE = 0,126. Ebbél a kdvetkez6 95%-os Cl
adoddna: —0,052 — 0,452 . Azonban mivel valséget becslink, a Cl nem léghat ki a [0,1]
intervallumbol; szélek nyesése utdn a Cl: 0 — 0,452. Itt a konfidenciaszint mdr biztos nem
95%-0s. Ez csak egy példa, hogy mennyire megbizhatatlan a Wald-intervallum — de ennek

ellenére szoktuk hasznalni nem tul kis mintak esetén, ha gyors becslésre van sziikség. .

Intervallumbecslés valségre

szamolas R Commanderben: Milyen ardnyban vannak férfiak egy vizsgalt egyetem elsé
évfolyaman?

Abrék Modellek Eloszlasok Eszkozok Sigo
Osszegzések

Kontingenciatablak
Vérhato értékek tesztelése  »

Egymintas arany proba...

“rtése ) Adattabla megte
’| valasszunk ki egy dichotém
kategorialis valtozét

Varianciak tesztelése
. konfidenciaszint

R (1)
Adatok | Opeidk

Véltozé (vélasszon \. Egymints ardnyra irdnyulé proba

Adatok  Opciok

Ardny = M

Ellenhipotézis Nullhipotézis: p = .5

® Sokasagl arany I= p0
Sokasag! ardny < pO Megbizhatésigi szint: .95
ek e Bt

Teszt tipusa

® Hommilis kazemesb Wald-intevallum (normalis eloszlssal)
Normdls ozelités

folytonossag! korrekeid i lum (binomialis eloszldssal
Bsice b s oy Egzakt binomialis egzakt intervallum (binomidlis eloszldssal)

@ sigo ) Alaphelyzet # Alkalmaz ¥ Mégse o oK

Intervallumbecslés valségre

szamolas R Commanderben: Milyen ardnyban vannak férfiak egy vizsgalt egyetem elsg
évfolyaman?

Frequency counts (test is for first level)
geschlecht
M W

132<i
férfiak szama a mintdban

1-sample proportions test without continuity correction

data: rbind(.Table), null probability 6.5
X-squared = 67.221, df = 1, p-value = 2.428e-16
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5

95 = ce interval:
0. 262101 3482176 konfidenciaintervallum

also és felsd hatdra

p
0.3034403 Q€ férfak arénya a mintiban

(pontbecslés)

Intervallumbecslés varhatd értékre
Student (W. S. Gosset)-féle t-eloszlast hasznalva

Az ardnyokhoz hasonlé intervallumokat
lehet definialni. Most azonban az n-1
szabadsdgi foku (df) Student-féle t-eloszlast

045

fogjuk hasznalni. 03
X025
Meghatarozzuk a konfidenciaszintnek (1— %DZ
o) megfeleld faktort (t-értéket). Ezzel o1
megszorozzuk a SEjuag-t. Ezt @ szorzatot 005 95% Cl
2 i X 5 0 |======c==———"so 1
hozzdadva, illetve levonva az atlabsl ¢ T e
megkapjuk az intervallum felsg, illetve alsé x/em
hatarat. Abra: Az atlagok elméleti eloszlasanak grafikonja (egy df =

n-1 szabadsagi foki nem-standard t-eloszlas, melynek
. L paraméterei: u = X és o = SE) az 1. feladat alapjan.
Felsd hatdr: dtlag + t - SEjyjag

Alsé hatar: 4tlag — t - SEjuag
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Intervallumbecslés varhato értékre

szamolas R Commanderben: Adjon intervallumbecslést 95%-o0s megbizhatdsaggal a
hallgatdk atlagos testmagassagara (cm-ben) egy vizsgalt egyetem els6 évfolyaman!

Abrék Modellek Eloszldsok Eszkizok Sigd

Osszegzések

- "ése 1 Adattabla megtekintése | Mo
Kontingenciatablak »
‘értékek tesztelése Jeqymintas t-proba..
Ardnyok tesztelése * Fuggetlen mintds t-proba...
valasszunk ki egy numerikus valtozot
konfidenciaszint
(1-a)
° tas t-proba

Viltozé (valasszon egye!
koerpergew

kopfschmerzen

pruefungsangst

rauchen =

Ellenhipotézis

© Sokasagl varhato érték 1= mu0  Nullhipotézis: mu= 0.0
Sokasagl varhaté érték < mu0  Megbizhatosagl szint: .95
Sokasigl varhat érték > mu0

@ sigs % Alaphelyzet # Alkalmaz % Mégse o oK

Intervallumbecslés varhato értékre

szamolas R Commanderben: Adjon intervallumbecslést 95%-0s megbizhatdsaggal a
hallgatdk atlagos testmagassagara (cm-ben) egy vizsgalt egyetem elsé évfolyaman!

One Sample t-test

data koerpergr
t = 375.35, df = 431, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to @

= o depce interval:
172.9196 174.7401 konfidenciaintervallum

sa also és felsd hatédra
mean of x

173.6299 o "724008
7 (pontbecslés)

(Intervallumbecslés varhaté értékre)

8. feladat: Becslést szeretnénk adni a vérkoleszterinszint varhatd értékére és meg
szeretnénk adni a becslés 95%-os CI-t. Nyolcelem{i mintat vettiink, a megfigyelt értékek a
tablazatban vannak.

. .| koleszterin-
megﬁgyeles szint
. s . 7 . . sorszama
A varhatd érték pontbecslése a mintaatlag: (mg/dL)
1 174
u=x=152,9 mg/dL 2 161
‘ . . . . 3 139
Szamoljuk ki a SEjiag-t @ mdr tanult médon: 4 168
n=8 045 5 143
SD = 18,47 mg/dL 04 s -
SEztiag = 6,53 mg/dL 038 8 169
03
A mintaatlagok t-eloszlast kovetnek, ..
a 95%-os Cl hatdrai: 3o
df=n-1=7
t=2,365 o1 ? ;
Xa =%-t*SE = 137,4 mg/dL ocs Xn e
Xp =X+t*SE = 168,3 mg/dL o resnmtEEAEHERH) VSRR e
130 132 134 136 138 140 142 144 146 148 150 152 154 156 158 160 162 164 166 168 170 172 174
x/ (mg/dL) 34

Abra: 95%-os konfidenciaintervallum (zolddel).

33
Intervallumbecslés
Konfidenciaszint (1 — a): annak a valdsziniisége, u
hogy egy adott mddszerrel meghatarozott Cl-ok . B " +
tartalmazzdk-e a becsiilt értéket. ‘9 -+ ——
- . i 1 + RS E—
Ebbdl nem tudjuk meg, hogy egy konkrét Cl v + S +
ténylegesen tartalmazza-e a becsult értéket. 1 "
1 P —
Magat a becslési eljarast jellemzi dltalaban, 1 +—
k egy konrét eredményét. Azt nem B o N
nem annak egy konré yét. o o - e
tudjuk megmondani, hogy a becsiilt érték benne = + — +
. . 10 ——
van-e az éppen kiszamolt Cl-ban, csak akkor, ha T — N
valahonnan ismerjlik a becsilt értéket — mely 8 +
) ) X o I — e 1
esetben az egész becslésre nincs szikség. 6 EE—+
s T— m———
. g . . ’ 4 -+
Szignifikanciaszint (a): a komplementer valség, . e e A
3 : : e
pI: ha‘ ;.i kon'ﬁde4nC|aszmt 95%, akk-or a N : . N
szignifikanciaszint 5%. Hogy melyiket hasznaljuk, o
10 150 160 10 180 150 200

az a kontextustol fugg. x/em
Abra: A testmagassag varhaté értékre (1) ugyanazon médszerel végzett 20 becslés szimulacidja: 8-elem(
minta vételezése (piros +), atlag és standard hibajénak szamitasa, majd a Cl megadasa: dtlag + 2,36 x SE
(kék sav). A becsiilt értékek: u =170 cm, 0 = 10 cm.
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Intervallumbecslés Intervallumbecslés
20 Cl kiszdmolva ugyanazon 20 mintara 68% és 95% konfidenciaszinten. 20-20 db 95%-0s Cl kiszdmolva 20 db 34 elemi és 20 db 8-elem( mintéra.
% u U u
20 2 ++ ++ + =+ + 20 20 ++ ++ o - +
1 1 FH— " 1 —— -
18 18 + e 18 18 + e
17 17 + -+ 17 7 + +
16 16 ++ 16 16 A
15 15 R — 1 15 PR r—
14 14 + P+ 14 14 + e+
1 1 ++ e+ 5 13 +
12 12 -+H R ———— 12 12 +
1 1 + = + 1 1 + At -+
10 10 s 10 + 10 oA
9 + 9 + oA+ + 9 9 B o e e e . — +
s s + + 8 8 R R +
7+ + P ——— - 7 B — -
f . +E— . ; 6 + S —
s B + 4+ + 4 s + Ceb b e . + s R e s
4 a — - N FH 4+ e a R ey
3 3 e S s S B 3 A+ P +o+ 3 A [ S -
2 + + + + 2 A+ + 2 + - 2 o+
1 + Em masd + 1 e o s + 1 - 1 + R i e +
QIAD 150 160 170 180 1% 200 0140 150 160 170 180 190 200 aun 150 160 170 180 190 200 ﬂ”u 150 160 170 180 190 200
x/em x/em x/em x/em
n=8(df=7),u=170cm,c=10cm n=8(df=7),u=170cm,c=10cm n=32(df=31),u=170cm,c=10cm n=8(df=7),u=170cm,c=10cm
1-a=68% 1-a=95% 1-a=95% 1-a=95%
Magasabb konfidenciaszint = = Nagyobb mintaelemszam ugyanazon konfidenciaszinten = sz(ikebb CI. -
kisebb valdszintiséggel esik a Cl-on kiviil a becslilt érték, de kevesebb az informdacidtartalma. (4-szeres elemszam &tlagosan kb. fele szélességi Cl-okat eredményez.)

Fliggelék: Normaltartomany

Normaltartomany, referenciatartomany vagy referenciaintervallum: a statisztikai valtozéra
vonatkozd tartomdny, mely a valtozé egy elemét 95%-os valdszinliséggel tartalmazza.

A normaltartomany is egyfajta e
intervallumbecslés, de itt a statisztikai
valtoz6 eloszlasat, nem pedig
eloszldsanak egy paraméterét
jellemezzik. Mas széval: a normal-
tartomany a magukra az adatokra
vonatkozé 95%-os Cl. Ezt a tartomdnyt
szoktdk feltiintetni az orvosi labor-
leleteken is.

wbin, Indizect 1.00 nion

Normalis eloszlasu valtozd esetén a
normaltartomany kb.: X + 2SD.

(pontosabban: X + 1,965D) XL = u-20 = 65 mg/dL
Xy = U+20 =99 mg/dL Xxu—x= (u+20) — (u-20) = 4o
9. feladat: Szdmold ki a szérum o= (xy—x)/4=8,5mg/dL

gliikdzszint u, o és 02 paramétereit  x + x, = (u+20) + (u-20) = 2u
a laborlelet adatainak segitségével. = (x+x)/2 = 82 mg/dL 0?=72,25 (mg/dL)? =

10



