Hypothesenpriifungen

Dr Laszl6 Smeller

Vergleich der Schiatzungen und Hypothesenpriifungen

Schéatzungen:

Frage: Wie groB (ist eine physikalische Grof3e)

z.B.: K&rperhohe, Blutdruck, Blutzuckerkonzentration...
Antwort: Punktschitzung:  Ein Wert
Intervallschitzung: Ein Intervall + Konfidenzniveau
(Sicherheitswahrscheinlichkeit)
Hypothesenprufungen:

Frage: Eine Entscheidungsfrage (ist es wahr oder nicht?)
zB: hat ein Medikament eine Wirkung oder nicht?

Mathematisch: ist-
Antwort: Ja oder Nein + Konfidenzniveau (Sicherheitswahrsch.)
Signifikanzniveau (Irrtumswahrsch.)

Typische Aufgaben der Hypothesenpriifung

1. Hat ein Medikament/Behandlung eine Wirkung?
la. Verursacht es eine Anderung (zB. Blutdruckiinderung, d.h.:
ist der Blutdruck kleiner nach der Eingabe?)

1b. Gibt es einen Unterschied zwischen den unbehandelten und
behandelten Gruppen?

2. Gibt es eine Korrelation zwischen zwei Parametern (zB.
Korperhohe und Gewicht, ...)

3. Gibt es eine Korrelation zwischen zwei Eigenschaften
(die kategorisierbare sind, zB: Raucher — Nichtraucher,
Lungenkrebs - kein Lungenkrebs)

Typische Fragen - typische Groflen

1. Hat ein Medikament/Behandlung eine Wirkung?
Anderung von einer numerischen (kontinuierlichen) GroRe
(zB. Blutdruck, K&rpertemperatur, Blutzuckerkonzentration, ...)
la. Anderung nach einem Einfluss an einer Stichprobe
1b. Unterschied zwischen zwei Stichproben

2.Gibt es eine Korrelation zwischen zwei numerischen Grofl3en
(zB. Korperhdhe und Gewicht, ...)

3.Gibt es eine Korrelation zwischen zwei (oder mehreren)

kategorischen Merkmalen (zB: Raucher — Nichtraucher,
Lungenkrebs-kein Lungenkrebs)




Grundprinzip der Hypothesenpriifungen

Die Wirkung

. . ko terschiedlich sei
Die Korrelation } onnen unterschiedlich sein

4
unprognostizierbar
4
mathematisch unbehandelbar

®
Keine Wirkung
. . nur zufdllige Effekte treten auf
Keine Korrelation 0

mathematisch gut beschreibbar!

©

Die Nullhypothese und die Alternativhypothese

Nullhypothese (H,):

Es gibt keine Wirkung U=y,
Alle Abweichungen von dem theoretischen Wert sind rein zuféllig.

Alternativhypothese (H,)

Es gibt eine Wirkung [IE=TI
Die Abweichungen sind nicht zuféllig, sondern systematisch!

Eine von H;, und H, wird unbedingt auftreten! p(H, oder H,)=1

Grundprinzip der Hypothesenpriifungen

Sei es vorausgesetzt, dass wir keine Wirkung haben! (H,)

Wenn unsere Ergebnisse dieser Voraussetzung nicht entsprechen,
dann haben wir wahrscheinlich eine Wirkung/Korrelation.

Keine Wirkung:
zB: Fiebermittel: Wenn es keine Wirkung gibt, ist die
Temperaturdnderung nach der Eingabe = 0.

1. Beispiel: Fibermittel

Temperatur-

Seien die Temperaturen vor und nach der Eingabe gemessen. ..
danderung

Die Messergebnisse (in °C):

Toor Thach X=Taeh Tvor “]

39,7 39,2 -0,5

38,8 38,4 -0,4

37,9 38,7 0,8

39,2 38,7 -0,5
Durchschnitt X -0,15

Nullhypothese: das Fiebermittel is unwirksam.
Die Temperaturdnderungen (X;) sind zufillig.
Der Erwartungswert der Temperaturdnderungen ist Null.




1. Beispiel: Fibermittel

Die Nullhypothese entspricht p = 0

Wenn die Nullhypothese giiltig ist, befindet sich X nicht weit von p.

Ist x = 0,15 klein genug, um die Nullhypothese anzunehmen?
oder

Ist x =-0,15 grof3 genug, um die Nullhypothese abzulehnen?

Aber wo ist die Grenze? Wie grof3 muss der Durchschnitt sein, um
die Nullhypothese abzulehnen?

Bemerkung: Auch wenn die Nullhypothese giiltig ist, kann zufillig
X sehr groB sein. Aber mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit!

1. Beispiel: Fibermittel

Schétzung des Erwartungswertes:

p befindet sich mit 95% Wahrscheinlichkeit im
Konfidenzbereich von X +2s; , oder genauer in: X +t, 5 50,Sx -

In diesem Beispiel: s = 0,635 °C s, =0,317 °C

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert:

grob: X +2s; =-015+0,63

0,78 0 0,48
genau:

X+t 50,8 =—0,15£1,01

116 0 0.86

= ukann 0 sein! Die Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden.
Es ist nicht unwahrscheinlich, dass die H,, giiltig ist.

2. Beispiel: Kniebeugungen

Pulszahl vor und nach 10 Kniebeugungen.
Wird die Pulszahl gedndert nach der Kniebeugungen?
H,: keine Anderung p=0

Puor Pnach X=Ap 95% Konfidenzintervall
65 79 14 S
68 77 9 fir p:
72 91 19
63 . 2 13,0+2,57*1,77 '/ .,
74 88 14 |
69 84 15 13,0£4,5 /min

Durchsch. 13

Stabw. 4,34 (ts. 50,=2,57)

Stfehler 1,77 ’ ‘

0 8,5 17,5

0 liegt nicht in diesem Bereich, d.h. wahrscheinlich: p=0
Die Nullhypothese kann abgelehnt werden.
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Der t-Wert

Die Abweichung, die nicht mehr als zufillig betrachtet werden

kann, muss groBer sein als t S
- n-1, 5%%“X

Eine neue Grofie wird

definiert: < B
t= s ( x in s, Einheiten gemessen)
X
oder mathematisch: \ o
D% DX
i=1 i=1
X n n
t:?= S = n = f(X17X25'--3Xn)
X — )2
t flir unseren ,,Fibermittel*: \/ﬁ le (X —X)
i=

t=-0,15/0,317=-0,47 n-1
fiir Kniebeugungen t*=7,34 «/ﬁ




Der t-Wert

t="1(X;,%,...,X,)

Wenn die Nullhypothese giiltig ist, alle x, Werte folgen einer
Verteilung mit g = 0.

Wenn diese Verteilung eine Normalverteilung ist, kann die
Verteilung von t berechnet werden: t-Verteilung

Wenn die Nullhypothese 0.4
giiltig ist, der aus unserer
Stichprobe ausgerechnete 03
t-Wert folgt einer 02
t-Verteilung (Student-Vert.).

0.1
Bedingung: X muss oo

normalverteilt sein.

Die Anwendung der t-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit, f(t) 95%,
dass bei Richtigkeit der
Nullhypo these Freiheitsgrad = n-1 Annahme_
bereich
_tn—l, s <L< +tn—1, 5%
. R o . .
gilt, betrigt 95%. 7 0 N\ t

tn—l, 5% tn—l, 5%

Bei richtiger Nullhypothese ist der aus der Stichprobe ausgerechnete
t-Wert mit 95% Wahrscheinlichkeit in dem Annahmebereich. Wir
konnen diesen kleinen t-Wert mit zufdlligen Abweichungen erklaren.
= Wir miissen keine Wirkung voraussetzen.

Die Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden.

Die Anwendung der t-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeit,

f(t) 2,5%+2,5%=5%
dass bei Richtigkeit der

Nullhypothese kritischer
Bereich
t<-t_ s oder t>+t ., ereic
gilt, betrdgt 5%. / ” N i

tn—l, 5% tn—l, 5%

D.h.: Es ist sehr unwahrscheinlich (<5%), dass wir bei richtiger
Nullhypothese einen so grolen t-Wert bekommen. = Wir haben
wahrscheinlich eine Wirkung, die Nullhypothese kann abgelehnt
werden, die Alternativhypothese ist wahrscheinlich richtig.

Das 5% nennt man als Signifikanzniveau oder Irrtumswahrscheinlichkeit.
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Ablauf der Hypothesenpriifung bei einem t-Test

Fragestellung (mit der Definition der Population!)
Nullhypothese - Alternativhypothese

Festlegung des Signifikanzniveaus (p)

Messung (Stichprobe mit n Messungen, Repréisentativitit!)
Berechnung des t-Wertes

A

Vergleich von unserem t und dem Grenzwert (t,, )
t| <t,,, die Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden.

Anhand unserer Messung kann die
Alternativhypothese nicht bewiesen werden.

t|>1t,,, die Nullhypothese kann mit einem p Signifikanzniveau
abgelehnt werden

Die Alternativhypothese ist
wahrscheinlich richtig.

Dﬂ Bedingung: X ist normalverteilt! Z] Z] Z]

UDD 16




Beispiel des Fiebermittels

Beispiel der Kniebeugungen

FG \p 0.05 0.02 0.01 FG \p 0.05 0.02 0.01
2 4.30266 | 6.96455 | 9.92499 2 4.30266 | 6.96455 | 9.92499
? = _0’1 5 Sy = O’3 17 n=4 3 318245 | 454071 | 5.84085 ; =13 S, = 1’77 n=6 3 318245 | 454071 | 584085
4 2.77645 | 3.74694 | 4.60408 4 2.77645 | 3.74694 | 4.60408
~0,15 - Tz Lo [srs 13 s e [ssezor [
t= =-0.47 t=—=7.34
0’3 1 7 7 2.36462 | 2.99795 | 3.49948 1’77 7 2.36462 | 2.99795 | 3.49948
8 2.30601 | 2.89647 | 3.35538 8 2.30601 | 2.89647 | 3.35538
9 2.26216 | 2.82143 | 3.24984 9 2.26216 | 2.82143 | 3.24984
- 3518 = _t3, 5% < t < +t3, 50 — 3918 10 2.22814 | 2.76377 | 3.16926 t> +t5, 50 — 2557 10 222814 | 2.76377 | 3.16926
11 2.20099 | 2.71808 | 3.10582 11 2.20099 | 2.71808 | 3.10582
. . . 12 2.17881 | 2.68099 | 3.05454 . . .. . 12 2.17881 | 2.68099 | 3.05454
= t liegt in dem Annahmebereich, 15| 210097 | 265030 | 201228 =t liegt in dem kritischen Bereich, 13| 210097 | 265030 | 201228
. . 14 2.14479 | 2.62449 | 2.97685 . 14 2.14479 | 2.62449 | 2.97685
die Nullhypothese kann nicht 15| 210145 | 20028 | zoaera die Nullhypothese kann w5 210145 | 2000 | z0se73
abgelehnt werden, = o 2o [zamsar o776 abgelehnt werden, = o oo [z | o7
= Das Medikament ist unwirksam |5 [rme = Die ,,Behandlung* ist wirksam | —i— e [2sm {2
. . . . unendlich | 1.95996 | 2.32635 | 2.57583 . . . . unendlich | 1.95996 | 2.32635 | 2.57583
(mit p=5% Irrtumswahrscheinlichkeit) (mit p=5% Irrtumswahrscheinlichkeit)
17 Auch bei 2 % und bei 1% Irrtumswahrscheinlichkeit! 18
Entscheidung mit dem p-Wert Die Bedeutung des Signifikanzniveaus
Computern berechnen den p-Wert. z.B. Funtion ttest in Excel. Bei einem unwirksamen Medikament ¢ 95%,
betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, (®)
dass ‘tl > tn—l,p iSt, 5%. Freiheitsgrad = n-1

Fragestellung (mit Definition der Population!)
Nullhypothese - Alternativhypothese

Festlegung des Signifikanzniveaus (p,)

Messung (Stichprobe mit n Messungen, Reprasentativitit!)
Berechnung des p-Wertes

A

Vergleich von unserem p und dem festgelegten Signifikanzniveau (p,)
p>p, die Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden.

Anhand unserer Messung kann die
Alternativhypothese nicht bewiesen werden.

p<p, die Nullhypothese kann mit einem p, Signifikanzniveau
abgelehnt werden

Die Alternativhypothese ist
wahrscheinlich richtig. 19

(®Bei der Untersuchung von hundert
unwirksamen Pillen werden zufillig fiinf
als wirksam gefunden!)

4
Fehler erster Art —t

20




Fehler von 1. und 2. Art

Fehler erster Art:

Die Nullhypothese wird zuféllig abgelehnt werden, obwohl sie richtig ist!
Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster Art = Signifikanzniveau
zB: Unwirksame Pille als wirksam gefunden

Fehler zweiter Art:

Die Nullhypothese wird nicht abgelehnt, obwohl sie nicht richtig ist.
Wahrscheinlichkeit =?

zB: Die Wirkung einer Pille ist so klein, dass man es aus der Messung nicht
beweisen kann. = Man braucht noch mehrere Messungen.

= So kleine Wirkung ist oft uninteressant

21

Fehler von 1. und 2. Art

Nullhypothese: unschuldig

Unschuldige Kriminelle @

Fehler erster Art Richtige Entscheidung

Im
Gefangnis

Richtige Entscheidung Fehler zweiter Art

Auf freiem
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Einseitige/zweiseitige Teste

Ist es interessant wenn das Medikament die Korpertemperatur erhoht?
95%

Zweiseitiger Test: f(t)

Nullhyp: das Medikament édndert ~ Freiheitsgrad =n-1

die Korpertemperatur nicht. 5%

_tn—l, 5% tn—1, 5%
Einseitiger Test

Nullhyp: das Medikament
erniedrigt die Korpertemperatur
nicht.

Freiheitsgrad = n-1

5 5% 97,5%

Verallgemeinerung: 11,20

Beispiel:
Eine Maschine stellt Pillen mit einem nominalen Wirkstoffsgehalt von 20mg her.
Man mif3t 10 Tabletten und die Wirkstoffgehalte sind (in mg):

20,1 19,8 19,5 17,9 18,8 19,9 18,6 20,3 19,2 19,3
Durchschnitt 19,34 mg, Standardabweichung 0,74 mg, Standardfehler 0,24 mg

Nullhypothese: p, =20 mg

t: )_(_ﬂo
S.

X

I
": -
[}
x|

t=-2,80
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